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Introducciéon

Quizd una de las contribuciones mds importantes a la moderna teoria del crecimiento
econdémico es de Robert Solow y Trevor Swan en 1956. En dicha propuesta, el aspecto clave
del modelo es la funcién de produccion de corte neocldsico. En esta funcién de produccion se
asume retornos constantes a escala en la produccion, rendimientos decrecientes para cada uno
de los insumos involucrados asi como la posibilidad de sustitucion entre insumos (elasticidad
de sustitucion) y tasa de ahorro es constante. Se da por hecho que no existe una dindmica
tecnoldgica, esta es una constante en la funciéon de produccion e indica el nivel de la misma.
Este modelo predice lo que se conoce en la literatura como convergencia absoluta y
convergencia condicional. La primera indica entre menor sea el nivel de PIB percdpita inicial
respecto de su equilibrio de largo plazo (estado estable) mds rdpido crece la economia hacia los
niveles percépita de las demds economias independientemente de ahorro y produccién. En el
caso de la segunda, aunque los paises con menor capital por trabajador tienden a crecer a una
mayor tasa que los mas avanzados, se habla de convergencia condicional porque los niveles de
estado estable del capital y de producto por trabajador de penden de la tasa de ahorro, el
crecimiento de la poblacién, la depreciaciéon y el pardmetro tecnolégico (elementos todos
exdgenos) de la funcién de produccion. Tales caracteristicas varian a lo largo de los paises.
Otro aspecto de suma relevancia, es que en ausencia de innovacion tecnoldgica el crecimiento
econdmico en el largo plazo debe cesar. Esta ultima es tal vez la mayor deficiencia del modelo
de Solow-Swan. Para solucionar esta falla se asumié que el progreso tecnolégico ocurre de
manera exdgena. Entonces la tasa de crecimiento del PIB percépita en el largo plazo depende
unicamente del pardmetro tecnoldgico en la funcion de produccién.

Este aspecto de la modelacion en la moderna teoria del crecimiento es en el que nos enfocamos
en esta investigacion. La tecnologia y el capital se relacionan de manera que el progreso
tecnoldgico de una economia depende en buena medida de la historia de esta relaciéon. Aun
cuando el pardmetro tecnoldgico en la funcién de produccidn sea una constante esta relacion
puede no ser trivial. Hablar de una teoria del progreso tecnoldgico en la corriente neocldsica
encuentra contradicciones. El avance en la tecnologia lleva a la creaciéon de nuevo
conocimiento. Si este aspecto se convierte en un factor de produccién la idea de retornos a
escala constantes debe abandonarse. No puede sostenerse el marco neocldsico de competencia
perfecta en donde no existe motivacion para la innovacion. En esta disyuntiva Kenneth Arrow
en 1962 propone unos modelos en donde se describe un mecanismo conocido como learning by
doing. Los descubrimientos e innovaciones, esto es, el nuevo conocimiento se derrama (spill
over) a toda la economia y un proceso de difucién del conocimiento debido a que este es un
bien no rival. Apoyandose en lo construido por Arrow, en 1986 Paul Romer propone un
modelo donde el crecimiento es sotenido en el largo plazo debido entre otras razones a que el
capital se considera en un sentido mds amplio que en Solow-Swan, para incluir el capital
humano por ejemplo. Entonces la caracteristica de rendimientos decrecientes del capital a lo
largo del tiempo no necesariamente se cumple. En estas nuevas contribuciones al estado del
arte los determinantes endégenos de la tasa de crecimiento de largo plazo son fundamentales,
mds que los aspectos externos como el ciclo de negocios o las consecuencias de una politica
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monetaria o fiscal. En la literatura de crecimiento econdmico se conocen como modelos de
crecimiento enddgeno.

Tanto en los modelos exdgenos como en los endogenos modelar la tecnologia se remite a una
constante. Medir el nivel de tecnologia es un asunto algo obscuro en la teoria actual. Fagerberg
en 1987 entre otros propone utilizar las estadisticas de patentes como indicador del grado de
avance tecnoldgico. La pregunta que surge es ;Como llevar este concepto a los modelos de
crecimiento? Nuestra propuesta retoma una idea planteada por Vito Volterra.

La ecuacion integral

W ()= kP + j H(t,s)P(s)ds

Ty

es un ejemplo propuesto por Vito Volterra' para resolver el problema de la torsién de una
cuerda. Una primera aproximacion al problema considera que la relacion entre la pareja de
torsion Py el dngulo de torsién, W, es la ecuacion lineal

W) =kP

donde k es constante. La ecuacion anterior es un modelo que considera que el comportamiento
futuro depende solamente de la posiciéon de P en t,, es decir tinicamente del estado presente.

Sin embargo para Volterra el cuerpo eldstico ha experimentado fatiga de previas distorsiones y
por lo tanto ha heredado, de alguna manera caracteristicas del pasado. Para modelar lo anterior
€l considerd que el efecto hereditario podria ser una integral que sume las contribuciones para
un periodo de tiempo [#,,¢], como en (1), donde H(t,s) el kernel de la ecuacién integral es el

coeficiente de herencia. En concreto, el futuro se determina por dos aspetos: el estado en el
tiempo presente mds las contribuciones de la herencia del pasado. La trayectoria del nivel de
patentes a lo largo de un periodo de tiempo se explica entonces por el nivel de patentes en el
periodo ¢, la posicién de p(f) en el presente mas la trayectoria de la correlacién patentes y
otros factores en el tiempo. El comportamiento de la soluciéon de la ecuacién integral de
Volterra determinard la trayectoria de las patentes.

En este trabajo nos ocuparemos de las consecuencias de modelar asi el progreso de la
tecnologia e introducirlo en los modelos de crecimiento y realizar el analisis de convergencia
tipico en esas investigaciones. La organizacion de este trabajo es la siguiente. En el capitulo I
profundizamos en el estudio de la teoria del crecimiento en sus dos principales vertientes:
exogena y endogena. Se revisan los modelos mds representativos en la literatura. El capitulo II

presenta nuestra alternativa al modelado de la tecnologia. Lo hemos llamado modelo flkp con

los modelos de crecimiento endégeno. En el capitulo III se presenta una introduccién a la
teoria de las ecuaciones integrales. La relacion entre estas y las ecuaciones diferenciales
ordinarias es tratada en este capitulo como un paso indispensable para entender el
comportamiento de las soluciones de una ecuacion integro-diferencial. El capitulo IV cierra
esta investigacion proponiendo una solucién al modelo Akp y realizando el andlisis de
convergencia.

! Volterra, Vito. “Legons sur les équations intégrales et les équations intégro-différentielles”. Paris 1913.
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CAPITULO 1
Modelos de crecimiento economico

Entender los factores que determinan el crecimiento econémico es uno de los debates que mas
interesa en la ciencia Econémica desde hace afios. Debido a que un alto crecimiento econémico
representa incrementos en los beneficios de un pais y altos niveles de vida para la poblacion.
Resulta de suma relevancia conocer los factores que estimulan 6 retrasan tal crecimiento. Una
de las preguntas que surge es si existe la convergencia en el producto per cépita, esto es, ;la
brecha existente entre paises ricos y pobres puede reducirse en el tiempo?, una repuesta
afirmativa indicaria que un pais con bajo PIB percdpita puede alcanzar los estdndares de vida
de los mas ricos como por ejemplo los Estados Unidos. Para que esto suceda los ricos deben
crecer mds lentamente que los pobres, permitiendo a estos tltimos alcanzar a los primeros. Si la
respuesta es negativa y la brecha se amplia en el tiempo, los ricos serdn mds ricos y los pobres
mds pobres. Entender las diferencias en el crecimiento a través de los paises es uno de los retos
mds importantes en Economia.

Los economistas cldsicos discutieron el asunto de los determinantes del crecimiento de manera
extensiva; sin embargo ellos se enfocaron principalmente en la acumulacién de capital y
relegaron el rol de la tecnologia. El modelo neocldsico de crecimiento desarrollado por R.
Solow en 1956 incorpora el rol de la tecnologia por medio del progreso técnico. Esto permite
el crecimiento a largo plazo, pero asume el progreso técnico exdgeno al modelo. Por su
construccion el modelo de Solow no explica el progreso técnico. Es entonces que autores como
Romer’ (1986; 1990; 1994), Lucas® (1988), Rebelo’ y otros desarrollan una nueva teoria de
crecimiento, en donde el progreso técnico es endégeno al modelo.

1.1. El modelo neoclasico de crecimiento

Un importante cambio en el andlisis del crecimiento econémico surge en 1956 con Solow® y
Swan’. Estos modelos describen el desempefio de importantes variables econémicas en el
tiempo, tales como el producto per cdpita, el capital y la tasa de ahorro. Se basan en supuestos
neocldsicos tales como competencia perfecta, capital y producto homogéneo, rendimientos
constantes a escala, perfecta sustitucion entre factores y productividad del trabajo y capital
decrecientes. Su principal resultado es que la tasa de crecimiento del producto declina

2Solow, R.M., “A Contribution to the Theory of Economic Growth”, Quarterly Journal of Economics, 1956, pp.
65-94

3 Romer 1986, 1990 y 1994

4 Lucas 1988

5 Rebelo

Solow, R., M., Op. Cit. 1956

Swan, T.W., “Economic Growth and Capital Accumulation”, The Economic Record, 1956, pp. 334-361.
7
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conforme el ingreso, la acumulacion de capital (parte del ingreso se ahorra a cierta tasa
constante) y el consumo per cdpita crecen a una tasa constante (steady state). Esto implica que
los paises con bajos niveles de producto per cdpita (pobres) crecen mds rapido que los paises
ricos y por lo tanto su nivel de producto en el largo plazo converge al de los paises mds ricos.
En resumen el modelo de Solow implica convergencia en el producto. En el largo plazo el
crecimiento en el producto per cdpita es enteramente determinado por el progreso técnico, el
cual se asume exdgeno en el modelo. La tecnologia es tratada como un bien publico, esto es,
libre de cargo. El modelo neocldsico de crecimiento predice que en el largo plazo, los paises
alcanzan su “steady state” y las diferencias en el producto a través de los paises se debe a las
diferencias en los determinantes del “steady state”, esto es, la acumulacion de capital fisico y
humano. Las diferencias en las tasas de crecimiento son temporales y las naciones crecen a
diferentes tasas en el proceso hacia el equilibrio de largo plazo. En aquellas naciones que
poseen la misma tecnologia y tasa de crecimiento poblacional se espera eventualmente
convergencia a la misma tasa de crecimiento de “steady state”, aunque sus niveles de producto
no necesariamente son iguales. Por tanto, si la tecnologia es asumida a ser un bien publico, se
esperaria que todos los paises alcancen la misma tasa de crecimiento de “steady state” en el
largo plazo.

1.1.1. La contabilidad del crecimiento

El modelo de Solow pronostica que a largo plazo la produccién por trabajador depende en
exclusiva del progreso técnico. Sin embargo en el corto plazo esto puede depender tanto del
progreso técnico como de la acumulacion e capital. De esta manera la determinacion de las
fuentes de crecimiento economico en el corto plazo es un asunto empirico. La contabilidad del
crecimiento® es una herramienta para resolver la cuantificacién de la contribucién de cada
factor productivo al crecimiento global experimentado por la economia.

La contabilidad del crecimiento permite expresar la variaciéon en el tiempo de la cantidad
observada del producto (bienes y servicios), en las variaciones porcentuales que experimenta el
producto al cambiar la dotacién de factores productivos y en un factor residual que comprende
el progreso técnico y otros elementos’.

Partiendo de la funcién de produccién'

Y = (K@), A(t)L(1)) (1.1)

el término A(¢) de la funcién representa todos los elementos que influyen en la determinacién
de Y(¢), ademds de K(t) (el stock de capital) y L(z) (la cantidad de trabajo).

Si derivamos la ecuacién (1.1) con respecto al tiempo,

d_Y_ 8f(K,AL)d_K+8f(K,AL) dAL
dt oK dt 0AL dt

8 (Abramivitz 1956) (Solow 1957)

? En Z. Griliches, “The Simon Kuznets Memorial Lecture” (paper, Harvard University, octubre 1997) se
encuentra un enfoque histérico acerca del residuo de Solow. Revisar bibliografia.

0 a hipétesis basica del modelo indica que la funcién de produccién exhibe rendimientos constantes a escala.

Ver apéndice A para mas detalles de la funcién de produccion.
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dY _Of(K.AL) dK | Of(K.AL) dA  9f (KAL) dL
dt oK dt 0A dt oL dt

1.2)

Si Y :ﬂ,f( :d—K y L :ﬂ al dividir por Y, tenemos que
dt dt dt

Z':af(K,AL) K £'+af(K,AL) A é+8f(K,AL) L L
Y 0K  f(K,AL)K 0A  f(K,AL) A oL  f(K,AL)L

(1.3)

Por otro lado como

o _of oY _of

oK 9K oL oL
son respectivamente los productos marginales de los factores capital y trabajo, por lo tanto

o UK L FL
K f oL f

representan las elasticidades de la producciéon con respecto al capital y al trabajo
respectivamente y

La ecuacion del crecimiento se convierte finalmente en

Y oKL, XAA 1.4
Y K L 0Af A
Y K L
—=a,—+a —+R( 1.5
y - & thT (#) (1.5)

Donde ¢, +¢«, =1 y la tasa de crecimiento del progreso técnico, ¥, = A/ A, viene dada a partir
de la ecuacion (1.7) de la siguiente manera:

Y K L
RO)=——a ——a,~ 1.6
() v aKK aLL (1.6)
a v, =v (. +a.y,) 1.7)

La ecuaciéon (1.7) expresa lo mismo que en (1.6) (el residuo R(z)) pero en tasas de

crecimiento. La tasa de crecimiento del progreso técnico es la diferencia entre la tasa de
crecimiento del producto y la contribucién al crecimiento del capital y el trabajo en la
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produccion. En (1.6) el remanente es interpretado como una medida de la contribucion del

progreso técnico al crecimiento del producto. Sin embargo lo que en verdad parece (de acuerdo
a (1.7)) es la contribucién de toda aquello a excepcion de la contribucion del capital y el

trabajo.
1.1.2. El modelo de crecimiento de Solow-Swan
Los supuestos del modelo de Solow y Swan son

) La funcién de produccion neoclasica'’,
Y = f(K(1),At)L(2)) (1.8)

Donde A, el nivel de la tecnologia, estd expresada en sentido amplio. El producto AL se
conoce como trabajo efectivo. El progreso asi incorporado se conoce como aumentador de
trabajo o neutral en el sentido de Harrod.

El supuesto de rendimientos positivos y decrecientes de los factores productivos implica
O<a<l<l y O0O<(-a)<l. Los rendimientos constantes a escala en la funciéon de

produccion significa que (@)+(1-a)=1.

Esta funcién agregada se supone ser idéntica para todas las regiones o paises estudiados, la
dotacién inicial de tecnologia estd dada.

II) Tasa de ahorro constante: s (expresada como porcentaje del ingreso siendo S la
cantidad de ahorro, S =sY)

II) Tasa de depreciacion del capital constante: o (expresada como porcentaje del
capital)

ar
dr _L_

IV)  Tasa de crecimiento de la poblacion constante: I

Con dL/dt derivada del factor trabajo respecto del tiempo. Se considera que toda la poblacién

estd empleada, con lo que no se tratan las cuestiones relacionadas con el desempleo o la tasa de
actividad de la poblacidn.

"' La funcién de produccion es estricta céncava (productos marginales positivos y decrecientes), cumple con las
condiciones de Inada y exhibe rendimientos constantes a escala (homogénea de grado 1). Supone mercados
competitivos en los factores de producciéon y en los productos por lo que los beneficios extraordinarios se
reducen a cero. Lo anterior implica que en caso de existir alguna innovacién las empresas no pueden apropiarse
de los beneficios. Con rendimientos constantes a escala se quiere precisar que bajo competencia perfecta el pago
a los factores de produccion (de acuerdo a sus productividades marginales) agota el valor del producto, por tanto
no quedan recursos para fomentar la innovacién. En otras palabras las empresas no invierten en tecnologia. El
progreso técnico es exégeno. Ver Apéndice para mas detalles.
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V) Tasa de crecimiento del progreso tecnologico constante:; =y,. A partir de lo

anterior, se tiene que:

(a)- Inversion neta de capital: La inversién neta se expresa como la diferencia entre el
ahorro bruto sAf (K, L)) y la depreciacion del capital (6K ) :

K:‘;—If:sy—éK:sAf(K,L)-éK (1.9)

Con K =dK /dt derivada del capital respecto del tiempo.

(b)- Ecuacion fundamental: Sea k la relacién capital/trabajo efectivo o cantidad de
capital por unidad de trabajo efectivo,
K
AL

k=

Derivando & respecto del tiempo, la ecuaciéon (1.9) queda expresada en términos per capita
como sigue:

d_kA_d_Kl__kA[n_F ]
dr  dr AL &

Ahora como $=Y/AL es el producto por unidad de trabajo efectivo 3= f(K/AL,1)= f (lg, 1)
y dividiendo (1.9) por AL

K _ si—5£:sf(l€)-5l€
AL AL AL
Ahora sustituimos lo anterior en ak. = aK 1 | kln + ¥ 4 1y despejamos dk
dt dt AL dt
k=sf(k)—k[n+7y, +6] (1.10)

La expresion (1.10) es la tasa de cambio del stock de capital medido por la diferencia de dos
términos. Es la ecuacion fundamental del modelo de Solow-Swan. El primer término sf (Ig) es

la inversion realizada por unidad de trabajo efectivo y el segundo término k[n+ y,+0] esla
llamada inversion de reposicion.
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(c)- Tasa de crecimiento del stock de capital por unidad de trabajo:
dk

La tasa de crecimiento del capital per cépita % = % se obtiene dividiendo (1.10) por k:

£=s—f€k) —[n+y,+9]
k k
7£=sf](€k)—[n+7A+5] (1.11)

Grifico 1.1: Tasa de crecimiento y el estado estacionario en el modelo de Solow-
Swan

n+y,+9¢
sf(k)/ k

Tasa de crecimiento del
capital por trabajador

Curva de depreciacién
[n+y,+0J]

Curva de ahorro
sf(k)/ k
k

(d)- El estado estacionario: El estado estacionario es aquella situacién en que las
variables del modelo crecen a una tasa constante'”. En el caso del modelo Solow-Swan el

estado estacionario corresponde a k=0. La ecuacién (1.10) se conoce como la ecuacién
fundamental de Solow y expresa que la tasa de cambio del capital efectivo por trabajador
(K /AL) es la diferencia: sf (k) —[n+ ¥, + 0]k . El primer término corresponde a la inversién
por unidad de trabajo efectivo, esto es, el producto por unidad de trabajo efectivo, f (Ig) , del que
se destina una proporcion para la inversioén igual a s . El segundo término, es [n+ 7}, + Stk ,es
la inversién de reposicion: la inversion necesaria para mantener k constante. Para aclarar lo
anterior obsérvese que el capita se deprecia, por lo tanto para evitar que el stock de capital se

reduzca hay que reponerlo. La depreciacion se expresa como Sk . Luego, la cantidad de
trabajo efectivo AL aumenta de tal forma que la inversion necesaria para mantener el stock de
capital K constante, no alcanza para sostener el nivel del stock de capital por unidad de trabajo

k=K /AL . Dado que la cantidad de trabajo efectivo AL crece a la tasa n+7y, 13 el stock de

12 Barro, R.J. y Sala-i-Martin, X., Economic Growth , Boston: MIT Press, 1999, pp 19

13 Al tomar 1a derivada del producto AL con respecto a t y dividir por AL como veremos mds adelante.
12



capital K debe crecer a la misma tasa n+y, para que k no varfe. La expresion [n+7y, + Stk
es la reposicion por el aumento del trabajo efectivo.

En estado estacionario la tasa de crecimiento de k = K /AL es igual a cero, el valor de k' de
equilibrio, es el que corresponde al punto de interseccién de las curvas de ahorro vy
depreciacion. De la ecuacion (1.11), si y, =0, se tiene que

sf(lf ):[n+}/A+5]

]g .

Donde k" es valor de estado estacionario que satisface la condicion anterior. Volviendo a
(1.11) debemos encontrar cual es el comportamiento de la tasa de crecimiento del capital por

unidad de trabajo efectivo (g ,g) para los distintos valores de k , como el segundo término de

(1.11) es constante en el tiempo (n+ ¥, +J) nos resta tinicamente encontrar que sucede con el

primero,

d [ sty | R dol-sf () :—s[f ()= kLf |
dk| k (k) (k)?

la expresion en el numerador es el producto marginal del trabajo efectivo'* el cual de acuerdo a
las caracteristicas de la ecuacion (1.1) es positivo por lo que la pendiente es negativa. El

primer término de (1.11) es una curva con pendiente negativa, la cual tiende a infinito cuando
k=0 y tiende a cero cuando k tiende a infinito. La distancia vertical entre la curva y la recta
horizontal n+y, +0 es la tasa de crecimiento por unidad efectiva de trabajo, y el punto de
interseccion corresponde a nivel de capital en estado estacionario k. Debido a que
n+y,+0>0y que sf (12)/ k es mon6tonamente decreciente desde infinito a cero el punto

donde se intersectan es tinico. Por lo tanto el valor de k" >0 existe y es tinico como lo muestra
el gréfico 1.

(e) La dindmica de transicion: Lo importante ahora es entender como se comportan las

variables del modelo cuando el valor inicial k converge a k~ sin considerar la forma funcional
.. .. 15 . .., . B

de la funcién de produccién °. Recordemos que por definicion, el trabajo L y la tecnologia A

crecen a una tasa n 'y y,, respectivamente. En primer lugar debemos entender que la dindmica

del capital, el producto y el consumo por unidad de trabajo efectivo cuando hay convergencia.
El capital por unidad de trabajo efectivo, en estado estacionario crece a una tasa cero, esto es,

Ig/ k=0 y es el unico resultado compatible con una senda de crecimiento sostenido. Dicho lo

anterior, buscaremos conocer el comportamiento de y, k y ¢ en estado estacionario donde

"Si consideramos que Y =ALf (/2) los productos marginales del capital y el trabajo efectivo son

Y A 1 . Y N . K
—=ALf (k)| — |= f (k) Y —=—= fk)+ ALf (k)| -

3K f()(ALJ frk) 9K S (k) f()( (AL)
15 Suponiendo que posee las propiedades de la funcidn de produccion neocldsica. Ver apéndice para mds detalles.

13

] = f(k)-kf (k) respectivamente.



y=Y/AL y 6:f(l€)—(n+7A+5)l€. Al tomar la derivada de y y ¢ con respecto de ¢

tenemos
d ( Y j ALY —Y[ AL+ AL]
dit\ AL) (AL)
. ALY-Y|AL+AL]
y= 2
(AL)
De la dltima ecuacién encontramos 57 = Yy _ ra rit . Si dividimos por y ambos lados
AL AL A AL
(1.12)

Otro resultado importante es el de conocer la tasa de crecimiento de ¢, de nuevo tomamos la

derivada con respecto a ¢ 'y dividimos todo por ¢

dc

= F R~y + Ok

_ f’Ek)Ig_(n+7/f+§)]€ EA
¢ k

c

> | O

Como en estado estacionario Ig/ k=0 entonces 6/ ¢=0. Para conocer el resultado de 3 / y nos
apoyaremos en los resultados de las variables per cdpitay, k y c. Al tomar las derivadas

dey, ¢ y kconrespecto a t
dAA s A A
Y = Ay +ay

dt
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El consumo per cdpita se define como Ac¢ = [ f (lg) —(n+y,+ 5)/2} A al tomar la derivada con

FR)=(n+ 7, +6)k |

respecto a ¢
%%L;f«@é—oH4@+5%}A+A[
t L
Aé_[ Sk _(nty,+O)k |k A
Aé | Ae A¢ kA
. Para el caso de k, derivamos Ak

Como en estado estacionario lg/ k = 0 entonces Vi= Aé/ Ac

con respecto a ¢

dAk _ iiv Ak

dt

.

A—
Ak

+
De la misma manera como en estado estacionario 12/ k = 0 entonces Vy= AIQ/ Ak . Por dltimo si

| .

S

definimos Y =ALy, C=(1-s5)Yy K = ALk al tomar las derivadas con respecto a ¢

K :[AL+ AL]IQ+ALI€

+n+y,

> | >
| =

Como en estado estacionario lg/ k =0entonces K / K=n+y,. Paraelcasode Y

Y:[AL+AL]y+AL§
Yy _9

=24y +n
PR Va

Para C al derivar con respecto a ¢

C=(1-s)Y

: Y
C=(1-s)Y—
(1-s) v
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Si sustituimos el resultado de Y/ Y y consideramos el hecho de que C =(1—s)Y tenemos

C:C{

—= 7+}/A+I’l
C |y

Finalmente el unico resultado que resuelve las ecuaciones anteriores es j}/ y=0. Podemos

< [t

+7A+n}

ahora resumir de la siguiente manera

¥=£=§=0 (1.13)
y k ¢
k¢
LE_Coy (1.14)
y k ¢
Y K C
==t 1.15
y Kk ¢ "Th (1.15)

Las variables &, vy y ¢ en estado estable son constantes. De acuerdo a esto, el crecimiento de
las variables per capital k,y y c¢ es igual a la tasa de crecimiento del progreso técnico exdgeno
g,- Las variables en niveles K,Y yCen consecuencia crecen de acuerdo a n+7y,. Por lo
anterior cambios en la tasa de ahorro, s, en el nivel de produccién o en el progreso técnico

afectan los niveles de equilibrio de estado estable k*, 9" y ¢&".

Griéfico 1.2: El capital por trabajador correspondiente al estado estacionario
en el modelo neoclasico.

n+y,+0
sf(k)/k

Tasa de crecimiento del
capital por trabajador

Curva de depreciacién
(n+7,+9)

Curva de ahorro
sf(k)/k

O?\T‘ >
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Si la economia se encuentra en una situacion de dotacion de capital per cdpita como k,, inferior

a k", la tasa de crecimiento del capital efectivo por trabajador k=K/AL que en el grafico 2
se representa por la distancia vertical entre la curva sf(k)/k y la curva de efectiva depreciacion

n+7y,+0.El estado estable se alcanza cuandok es constante.

Si la dotacién inicial en términos de capital per cdpita es superior a k , tiene lugar un
decrecimiento que reconduce la economia a los niveles del estado estacionario. Una vez
alcanzada la situacion correspondiente al estado estacionario, la economia se mantiene en ese
nivel.

1.1.3. La convergencia

Considérese de nuevo la ecuacién (1.11)

Y =sf§€k)—[n+;/A+5]

que representa la tasa de crecimiento del capital por unidad de trabajo efectivo, k. Si

calculamos el limite cuando k — o

lim 7, =—[n+y,+5].

El resultado anterior nos dice que a cierto nivel de k la economia experimenta un
decrecimiento de k . Lo anterior sucede cuando k >k . Si por €l contrario k < k" entonces la

A

tasa de crecimiento del capital efectivo por trabajador es positiva. Es fécil notar que si k = k",
7, =0. Por lo tanto la derivada parcial

% :_{f'gk) _ffk)}o (1.15)
ok ko (k)

Es negativa. De esta manera llegamos a una cuestion fundamental: ;Las economias con menor
capital per cépita crecen mds rapido que las economias con niveles mayores de capital? En
otras palabras. ;Existe una convergencia entre las economias?

En la literatura econémica la hipétesis de que las economias pobres tienden a crecer mas
rdpidamente en términos per cdpita que las ricas, se conoce como el debate de la convergencia.
Existen basicamente dos vias para examinar la convergencia, las llamadas sigma (o) y beta
(f) convergencia. Cuando se habla de o - convergencia el anilisis se centra en el cambio en
el tiempo de la varianza del producto interno bruto per cépita (pib per cdpita) de una seccién
cruzada de paises (cross-country). Si dicha varianza disminuye, esto sugiere que los paises de la
muestra convergen hacia un nivel comun de pib per cdpita. Por otro lado el examen de /-

convergencia implica considerar el nivel del pib per cdpita del periodo inicial como una
17



variable explicativa en el andlisis econométrico. Si el coeficiente de la variable anterior es
negativo implica que los paises pobres acontecen a un mds rapido crecimiento econémico. Algo
que es importante aclarar radica en la diferencia entre las dos pruebas. La o - convergencia, por
ejemplo no se enfoca en los mecanismos causales mientras que la /- convergencia si busca

entender tales mecanismos'®.
1.1.3.1. La £ convergencia
. . L. . . . e . . . ., 17
Si se considera como unica diferencia el nivel inicial de capital per cdpita ', estaremos

hablando de lo que se conoce como B—convergencia absoluta. Aqui la idea bdsica es que las
naciones pobres crecen siempre mds rapido que las ricas.

Grafico 3
Beta-convergencia a nivel mundial
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Si por otro lado omitimos el supuesto de que las economias tienen los mismos parametros y los

mismos niveles per cdpita de estado estable nos enfrentamos con lo que se conoce como la
. .. 18

B—convergencia condicional " .

La hipdtesis de la f—convergencia absoluta hace referencia a la dindmica por la que, entre
paises con estado estacionario comun, las naciones mds pobres tienden a crecer a una tasa
superior a la de las mds ricas, y, por ende, a reducir el diferencial existente entre ellas en cuanto
a nivel de pib per cépita. La causa de este asunto, como se explico en la seccion anterior, radica
en el supuesto de que existen rendimientos marginales decrecientes del capital. Sin embargo si
las distintas economias no comparten los mismos estados estacionarios no serd posible alcanzar

16 Rogers, Mark, Knowledge, technological catch-up and economic growth, Harris Manchester College,
University of Oxford, Edward Elgar, 2003, cap 7

7 En dicha hipétesis todos los paises tienen semejante estructura. El mismo nivel de S, y & asi como la
misma funcién de produccién, f(e). En conclusién tienen los mismos valores de capital e ingreso per cépita.
18 Barro, R.J. y Sala-i-Martin, X., Op. Cit., 1999.
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los mismos niveles de pib per cépita en el largo plazo. La tabla 1.1'° resume algunos de los
muchos trabajos sobresalientes que existen en la literatura, donde resalta la evidencia en contra
dela p-convergencia absoluta

Tabla 1.1 Convergencia Absoluta. Modelo de Solow

Autor Muestra Método Econométrico  Resultado
Baumol (1986) 16 paises industrializados, MCO Convergencia
datos Madison 1870-1879

Baumol y Wolff 97 paises 1975-85 datos MCO No

(1988) Summer y Heston convergencia

Mankiew et. al. 98 paises 1960-85 MCO No

(1992) convergencia

Bernard y Durlauf 15 paises OCDE 1900-87  Prueba ADF No

(1995) convergencia

Quah (1996) 118 paises 1962-84 Procesos de Markov No
convergencia

Prittchet (1997) 108 paises datos PWT Anadlisis Estadistico No

1960-90 convergencia
Sarkar (1999) 110 paises 1960-93 Datos Agrupados No
(pooled regresion) convergencia

De esta forma y de acuerdo al enfoque neoclasico se sigue que lo que se observa en realidad es
un proceso de convergencia condicional que considere las diferencias estructurales entre
naciones y que lleva a que la convergencia de cada pais se realice hacia distintos estados
estacionarios.

La expresiéon matemadtica de la P—convergencia absoluta puede realizarse a través de la

.. ., 20
siguiente ecuacion” :

Liog| 22 | =@~ Blog(y,, ) +u (1.16)
T Yio

a partir la estimacion de minimos cuadrados ordinarios de datos de corte transversal, donde y, ,

es el pib per cépita de la regién i (i=1,2,,....,N)enel afio 7, T es la longitud del periodo de

19 Cavusoglu, Nevin y Tebaldi, Edinaldo, Evaluations growth theories and their empirical support: An assessmnet
of the convergente hipotesis, Journal of Economic Methodology 13:1, 49-75 March 2006. Appendix. MCO:

Minimos cuadrados ordinarios. Prueba ADF: Dickey Fuller aumentada.

20 Barro, R.J. y Sala-i-Martin, X., op. cit., 1999. Cap 1
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estudio, & es un pardmetro desconocido, y £ es una constante positiva tal que 0< <1,y u,

(o . 21
es un término de error aleatorio” .

Los resultados mostrados en el grafico 3%, por ejemplo, indican que a nivel mundial no existe
B—convergencia absoluta. El coeficiente estimado para la £ es positivo (como lo muestra la
recta de tendencia con pendiente positiva) y como ya se dijo, se rechaza la hipétesis de
convergencia absoluta entre paises. La convergencia S establece una relacion negativa entre

tasa de crecimiento entre las fechas O y 7', y el nivel inicial de pib per cdpita, lo que exige que
el S de la regresion lineal expresada en (1.16) sea de magnitud positiva, y estadisticamente

significativo.

Para el caso de la S -convergencia condicional el andlisis puede explicase desde dos enfoques

diferentes™ . El primero conocido como ‘“‘convergencia clasica™, se refiere como ya lo hemos
comentado al hecho de que las economias mas alejadas de su estado estable (de acuerdo al
modelo de Solow-Swan) crecerdn més rapido.

La expresion matemadtica de la f—convergencia condicional puede realizarse a través de la
siguiente ecuacién®:

1 ;
—log| L | = a— Blog (v, )+ 7X, +u, (1.17)

T Yio
A partir la estimacién de minimos cuadrados ordinarios de datos de corte transversal. Donde las
X, es una matriz de otras variables explicativas. Intentan corregir la relacion negativa entre la

tasa median de crecimiento y los niveles de pib per cépita inicial debido a las diferencias en el
estado estacionario de las economias. Variables como la tasa media de crecimiento de la
poblacién y la tasa media de ahorro (cuya proxy es el cociente entre I+D y el pib per cépita)
son de este tipo de variables que ademads en el modelo de Solow-Swan determinan el estado
estacionario siendo el efecto sobre este, negativo y positivo respectivamente. Adicionalmente a
las dos variables anteriores, el modelo ampliado se agrega la tasa de crecimiento del progreso
técnico, cuyo efecto es positivo. El grifico 1.4% muestra los resultados. Es importante resaltar
que en el modelo de convergencia condicional se muestra un mejor ajuste global”’. De manera
similar a la Tabla 1 mostramos un extracto de los trabajos empiricos mds sobresalientes donde

21 . . . L. e1s ..
De media cero, varianza constante, que no depende del tiempo. Se elimina la posibilidad de autocorrelacion

entre los u; . Se supone también la independencia entre los u; y los log ( Yio ) , de manera que la influencia de
log ( Yio ) y u, sea independiente (aditiva).

2 Los gréficos en esta seccién son tomados de las estimaciones econométricas de Escot y Galindo (2000) a partir
de la base de datos elaborada por Summer y Heston (1991) para el periodo 1960 a 1990 con datos de Penn World
Tables Mark 5.6.

2 Rogers, Mark, 2003. Op. Cit. Cap 7. De acuerdo a Rogers estos dos marcos tedricos son diametralmente
opuestos: La llamada “convergencia cldsica” y el catch-up tecnolégico”, pero son empiricamente similares.

2 Entre los trabajos seminales se encuentran los de Barro y Sala-i-Martin (1992), Mankiw, Romer y Weil (1992) .

%3 Barro, RJ. y Sala-i-Martin, X., Op. Cit., 1999. Cap 11
2,6 Grifica de acuerdo a las estimaciones econométricas de Escot y Galindo Op. Cit. A: Africa Subsahariana;
Africa del Norte y Oriente Proximo; C: Asia; D: América del Sur y Central; E: Surafrica; G: Sudeste Asidtico; F:
América del Norte, Europa y OCDE. Fuente Penn World Tables.

27 Cavusoglu, Nevin y Tebaldi, Edinaldo. Op. Cit. 2006
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se exhibe un sesgo favorable a la convergencia condicional en la Tabla 1.2. Al considerar las
diferencias en los estados estacionarios de los distintos paises, el signo estimado de para la
correlacidn parcial entre la tasa de crecimiento y el nivel inicial de pib per cdpita es negativo.
Lo anterior es evidencia clara a favor de la convergencia condicional.

Tabla 1.2. Modelo de Solow aumentado.

Autor Muestra Método Econométrico  Resultado
Mankiw et. al. 98 paises 1960-85  MCO Convergencia
(1992)
Barro y Sala-i- Estados de US MCO no lineales Convergencia
Martin (1995) 1880-1990
Barro y Sala-i- Prefecturas Japén MCO no lineales Convergencia
Martin (1995) 1930-90
Barro y Sala-i- Regiones Europeas MCO no lineales Convergencia
Martin (1995) 1950-90
Barro y Sala-i- 87 paises 1965-75 Regresiones Convergencia
Martin (1995) datos de Summer y aparentemente no
Heston relacionadas (SUR)
Barro y Sala-i- 97 paises 1975-85 Regresiones Convergencia
Martin (1995) datos de Summer y aparentemente no
Heston relacionadas (SUR)
Islam (1995) 99 paises 1975-85 Datos agrupados Convergencia
datos de Summery  (Pooled regresion)
Heston
Dinopoulos y 98 paises 1985- MCO no lineales y Convergencia depende
Thompson datos de Summer y MCO de la medicién del
(1999b) Heston capital humano
Andres y Bosca OCDE 1960-90 MCO no lineales en Fuerte evidencia
(2000) dos etapas (NL2S), convergencia
SUR, Variable condicional tipo Barro
Instrumental (IV) y Sala-i-Martin (1991-
92)
Linden (2000) 16 paises OCDE Andlisis no Brechas en el ingreso.
1900-97 paramétrico Convergencia
condicional no clara
Sarno (2001) G7 PWT 1950-92 Ajuste no lineal hacia Ajuste largo plazo no
el estado estable en lineal. No se examina
series de tiempo convergencia
condicional
directamente.
Bassanini y 21 paises OCDE PMG Convergencia
Scarpetta (2002) 1971-98
Dowrick y Rogers 57 paises PWT 6.6° GMM Estimacion GMM
(2002) 1965-90 Confirma

convergencia. Resalta
importancia de la
convergencia debida a
retornos decrecientes
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Grafico 1.4

Beta-convergencia condiciona mundial [Localizacidn geografica)
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1.1.3.2 El catch-up tecnolégico

El enfoque alternativo en cuanto a la convergencia condicional es el catch-up tecnoldgico. La
“convergencia cldsica” establece que existe libre acceso a la tecnologia, esto es, asume la
existencia de spillovers perfectos: la difusién tecnoldgica se lleva a cabo sin costo. Por otro
lado para el andlisis del catch-up, los paises pobres pueden exhibir un mds rdpido crecimiento
econdmico. La capacidad de accesar y absorber nueva conocimiento (capacidad de absorber) es
un aspecto critico para posibilitar el catch-up tecnoldgico (reducciéon de las brechas
tecnoldgicas). Por lo tanto uno de los factores explicativos es la difusién tecnoldgica. Al igual
que en el caso anterior se han realizado diversos estudios empiricos para encontrar evidencia
acerca del catch-up.

El Acercamiento a la Brecha Tecnolégica28

El proceso de la convergencia o divergencia econdmica ha sido asociado, junto con otros
factores, con diferencias de desarrollo tecnoldgico y recursos humanos (Abramovitz, 1986;
Maddison, 1982; Baumol, 1986). El acercamiento a la brecha tecnoldgica desarrollado por
Posner (1961), Gomulka (1971), Cornwall (1977), Abramovitz (1986) y otros autores propone
que las diferenciales significativas en los niveles y las tendencias tecnoldgicas que caracterizan
el sistema econdmico internacional podrdn superarse Uinicamente con transformaciones radicales
en las estructuras tecnoldgicas, econémicas y sociales”. Otros autores involucrados con la
discussion sobre el catch up tecnoldgico son Veblen (1915), Nurske (1955), Gerschenkron
(1962) y Rostow (1971). El acercamiento asume la existencia de una correlacion fuerte entre las
tasas de crecimiento econdémico y tecnoldgico. El atraso tecnoldgico relativo de los paises
pobres trae consigo una oportunidad para su rdpido crecimiento econdmico (Abramovitz, 1966 y

Para la realizacién de esta seccién nos apoyamos en el trabajo de Guzman , Alenka y Gémez Hortencia. “Technological gaps
and converging process between emergency and industrializad countries in bio-pharmaceutical industry” presentado en
Globelics: 6™ International Conference 2008, Ciudad de Mexico.

41 Los trabajos de K. Pavitt y L. Soete han probado la hipétesis presentada por M.V.Posner (1961) y S. Gomulka (1971),
citada en J. Fagerberg (1987).
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1986). De hecho, estos paises tienen un gran potencial debido al hecho de su retraso, hasta la
posibilidad de que imiten a los pafses mds avanzados y adopten las mejores técnicas™. Asi que la
estrategia de imitacién haria posible a los paises con atraso tecnoldgico, con respecto a la
frontera de innovacién global, alimentar sus tasas de crecimiento econdémico. De cualquier
manera, las posibilidades de convergencia y catch up estan condicionadas a la capacidad de
transformar las estructuras sociales, institucionales y econémicas. La existencia de capacidades
de infraestructura (Abramovitz, 1986) y la reforma de las instituciones (Maddison, 1982) son
condiciones necesarias para los rdpidos crecimiento y catch up econdémicos. Los modelos
neoclésicos de crecimiento (comenzando con Solow, 1959) predicen un crecimiento econémico
a largo plazo con una tasa positiva solamente cuando ocurre el cambio tecnoldgico. El
reconocimiento de la influencia del progreso tecnolégico, como una variable exdgena en
crecimiento economico, fue probado en varias investigaciones empiricas. Los nuevos modelos
de crecimiento (Romer, 1986, 1990; Lucas, 1988; Barro, entre otros) sefialan la generacion de
conocimiento como una variable enddgena; incluso si las firmas producen el conocimiento,
podrian beneficiarse de los derrames de conocimiento provenientes de la economia global. El
catch up tecnolégico se define como “el proceso por el cual los paises pueden beneficiarse de la
existencia de un stock de conocimiento de produccion disponible en el resto del mundo, a lo que
se le conoce como brecha tecnoldgica” (Rogers, 2003: 43). En este contexto, el de la explicacion
de las diferencias entre las dindmicas tecnoldgicas entre paises, la pregunta principal sobre la
investigacion empirica es “;COomo los paises aprenden y absorben la tecnologia del resto del
mundo?” (Ibid). Cuando existe un largo periodo de tiempo en el cual la relacién capital-producto
no cambia, la variacion entre paises puede explicarse por la innovacién®'. En ese sentido, “la
brecha es un indicador agregado de algunos de los factores que influencian la tasa de
transferencia tecnoldgica internacional y por lo tanto, también a las tasas de crecimiento de
innovacién y productividad de trabajo en los paises que importan tecnologia” (Gomulka, 1990,
p. 155). De esta forma se establece un circulo virtuoso entre la inversiéon de capital y la
innovacién. En la 16gica del circulo virtuoso que se establece entre la inversion de capital y la
innovacion, las decisiones de inversion concernientes al capital fisico y a la Investigacion y
Desarrollo, implican una condicionalidad y complementariedad en la estrategia de las firmas con
el fin de competir en el Mercado. De hecho, la producciéon de un nuevo producto derivado de la
investigacion y desarrollo requiere comtinmente una ampliacién de las capacidades productivas
o de la adaptacion de las plantas lo que a su vez requiere del apoyo de estudios en tecnologia
especializada (Guellec, 1993).

1.1.3.3. La o—convergencia.

Para finalizar esta seccion nos enfocaremos en la llamada o -convergencia. Se puede hablar de
o -convergencia cuando tiene lugar una reduccién de la dispersion de los niveles de pib per
cépita entre las naciones; esto es, cuando se puede inferir una disminucion en la varianza o de
la desviacion tipica del pib per cdpita del grupo estudiado.Como medida de la dispersion del
pib per cdpita, puede tomarse la varianza muestral de su logaritmo™:

1 N
Grzzﬁz ,[logyir_:uit] (1.18)
i=1

¥ B. Amable, R. Barré y R. Boyer (1997), p. 62.

3! En la actualidad, el proceso de innovacién se concibe como el resultado de una interaccién permanente entre el suministro de
conocimiento disponible, el fruto de la investigacion cientifica y las decisiones estratégicas de la empresa

32 Barro, R.J. y X. Sala-i-Martin ,op. cit., 1999. Cap. 1
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donde y, es la media muestral de In y, . La varianza muestral del logaritmo es practicamente
. . 33 . . , . .
invariante™ con el nivel de renta media de las economias estudiadas. En este sentido, es una

medida empiricamente cercana al coeficiente de desviacion, por el que se divide la varianza de
una variable por el cuadrado de la media de dicha variable.

Si el nimero de observaciones, N, es grande, la varianza muestral se aproxima a la varianza
poblacional, y la evolucién en el tiempo de ©; se obtiene a continuacién, a partir de la
ecuacion (1.16):

(1.16) Puede reescribirse como (donde 7' es pensada en afios):

log(y,,)=a+(1-pB)log(y,, ) +u, 1.19)

3
donde tenemos que 4,

o’=(1-pB)’c’ +0; (1.20)

Esta ecuacién (1.20) en diferencias de primer orden resulta estable siempre que se cumpla que

(1-[3)2<1. Siendo la restriccion 0 < B < 1 la condicién de convergencia 3, se cumple esta
condicién de estabilidad. La convergencia [ resulta, por tanto, condicion necesaria, aunque no
suficiente, para la existencia de convergencia 6°°. Las economias mds pobres habran de crecer
mds deprisa que las mads ricas, para que pueda reducirse la dispersién en el seno del grupo
estudiado.

El anélisis comparado de estos dos tipos de convergencia permite poner de manifiesto los dos
fenémenos que contribuyen al resultado final observado: de un lado, la convergencia B implica
la presencia de un mecanismo de alcance de las economias mds ricas por parte de las mas
pobres via un mayor crecimiento de estas dltimas, y, de otro lado, las regiones se ven sometidas
a shocks especificos®® que suponen un aumento de la dispersién de los PIB por habitante. La
convergencia ¢ es la resultante global de los dos mecanismos descritos, y sélo tiene lugar
cuando la convergencia p predomina sobre el efecto de los shocks que afectan a cada una de las
regiones”’.

1.2. La nueva teoria de crecimiento

Sin restar mérito a la contribucién neocldsica, la evidencia empirica reporto hallazgos que
cuestionaban la capacidad explicativa de estos modelos. Abramovitz (1956) mostré que en

33 Gujarati, D, Econometria bdsica, Madrid: McGraw Hill, 1981, p. 207.
* Var{log(y,)1 = Var[a]+ (1- B)’Varllog(y,, )]+ Var{u,]

5 “La situacién cuando IB — convergencia y O — convergencia coinciden es presumiblemente lo que gustaria que sucediera

a la mayoria de los investigadores (...) Una regresién de seccién cruzada puede Unicamente representar un comportamiento

promedio, pero no el comportamiento de una distribuciéon completa”. Quah, Danny T. “Empirics for economic growth and

convergence”. LSE economics Deparment and CEP. CENTRE FOR ECONOMIC PERFORMANCE. Discussion paper No.

253. July 1995

%% Barro, R.J., “Economic Growth in a Cross Section of Countries”, Quarterly Journal of Economics, 106, 2 (mayo 1991) pp.
407-443.

37 Hénin, P.-Y. e Y. Le Pen (1995): “Les épisodes de la convergence européenne”. Revue Economique 46, pp. 667-
677.
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buena medida el crecimiento observado en Estados Unidos no podia ser explicado de manera
directa por los factores involucrados en el modelo neocldsico, a menos que se asumiera cambio
tecnoldgico exdgeno como una explicacion satisfactoria. Resultado corroborado por el mismo
Solow (1957) y otros. Los intentos que siguieron a las publicaciones de Solow y Abramovitz
por explicar el crecimiento y sus diferencias tuvieron como apoyo la teoria neoclésica del
crecimiento. Dichas contribuciones estaban dirigidas a lo que se conoce como contabilidad del
crecimiento’® y a estimar funciones de produccion.

Hacia la mitad de la década de los 70’s justo cuando la economia pasaba de un periodo alto y
estable crecimiento a uno caracterizado por bajo y lento desempefo, la teoria neoclésica de
crecimiento y su trabajo aplicado se encuentran en una encrucijada. Las nuevas aportaciones
estaban inspiradas en Schumpeter, Kaldor’’ y otros autores que apuntaban a la existencia de
brechas tecnoldgicas entre paises. Por un lado se enfocaron en €l potencial de alcance de los
paises por debajo de la frontera tecnoldgica y de los prerrequisitos para explotar su potencial
(Gomulka 1971, Cornwall 1977, Maddison 1979 y Abramovitz 1979). Por otro lado, autores
como Dixon y Thirwall (1975), Thirwall (1979) proponian que la existencia de brechas
tecnoldgicas entre paises no necesariamente implica convergencia, pero puede ser consistente
con un sendero divergente.

A mitad de los 807s, la propuesta neocldsica toma nueva fuerza en las llamadas “nuevas teorias
del crecimiento. Ya desde la década de los 60°s los economistas conocian el hecho de que el
crecimiento econdmico viene de un proceso endégeno y que la mayor debilidad de modelo de
Solow consiste en intentar explicar la dindmica del producto por medio del progreso técnico
exdgeno. Arrow (1962) fue el primer economista en intentar modelar el cambio tecnoldgico
endégeno por introducir mecanismos de lo que se conoce como learning-by-doing®® en los
modelos de crecimiento.

La gran dificultad en incluir progreso técnico endégeno en la teoria neocldsica del crecimiento
y mantener al mismo tiempo supuestos de competencia perfecta, llevé a la modificacion
propuesta por Romer (1986). En la teoria del crecimiento enddégeno, el supuesto de
competencia perfecta es remplazado por imperfecta competencia y retornos crecientes a escala,
lo cual permite la generacién de nuevas ideas. De acuerdo a Cavusoglu y Tebaldi*' (2006): “la
teoria de crecimiento enddgeno se puede ver como una extension del modelo Solowiano
combinando elementos tempranos de la teoria, con el supuesto de retornos crecientes;
elementos de imperfecta competencia; y algo de investigacion en ciencia Microeconomia,
cambio tecnoldgico. Romer (1986) desarrolla un modelo en el cual el progreso técnico depende
de la ratio capital-trabajo, esto es, hay learning-by-doing en el modelo. Se arguye que la
produccién de bienes de capital y de consumo puede experimentar retornos decrecientes a
escala con relacion a factores reproducibles, tales como el capital fisico y humano, pero que

% En el modelo de Solow, el crecimiento a largo plazo del producto por trabajador depende éinicamente del progreso técnico.
Sin embargo a corto plazo el crecimiento puede resultar del progreso técnico o de la acumulacion de capital. Esto implica que
las fuentes que determinan el crecimiento a corto plazo son un asunto empirico. La contabilidad del crecimiento provee una
manera de descomponer el crecimiento del producto por trabajador en las contribuciones del crecimiento del capital y del
trabajo y un remanente conocido como Residuo de Solow. Este es interpretado algunas veces como una medida de la
contribucién del progreso técnico.

%% Kaldor (1957; 1961) y Kaldor y Mirrlees proponen modelos donde el crecimiento de la productividad a largo plazo era
posible a través de progreso técnico endégeno y cambios en la distribucién del ingreso.

0 De acuerdo a Rogers (2003) op. Cit. el documento de Arrow (1962) “The Economic Consequences of Learning by Doing”,
es quiza el mas importante en cuanto a modelar el cambio tecnoldgico. En dicho documento Arrow considera que el cambio
tecnoldgico fue resultado del learning-by-doing, en donde ‘doing’, refiere al proceso de inversién, mas que al proceso de
producir bienes. La razén de tal argumento se debe a que la evidencia empirica mostré que la tasa de crecimiento de la
productividad en cierta actividad, era proporcional a la experiencia acumulada en tal actividad.

I Cavusoglu, Nevin y Tebaldi, Edinaldo.Op. Cit. 2006
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hay retornos constantes a escala a nivel agregado. Sin embargo, para Barro y Sala-i-Martin
(1995), el crecimiento puede estar indefinido debido a que los retornos en bienes de capital
(que incluye el humano), no necesariamente son decrecientes conforme la economia se
desarrolla. Los spillovers*? de conocimiento a través de los productores y beneficios externos
del capital humano, son parte de este proceso, pero Unicamente porque evitan la tendencia de
retornos decrecientes en la acumulacién de capital.

El razonamiento atrds de estos argumentos, es que existen positivos spillovers de conocimiento.
Ya que el conocimiento no puede ser patentado de manera perfecta ni escondido de firmas
rivales. En tal sentido se asume el conocimiento como bien publico.

En la linea de modelos de crecimiento endogeno los llamados efectos a escala son relevantes.
Estos modelos predicen que a mayor tamafio de la economia el crecimiento es mds rapido. La
razon es que los mercados mas grandes permiten la maximizacién del beneficio de las empresas
que producen bienes intermedios, los cuales incrementan productividad, expanden las
posibilidades de produccién y generan crecimiento. Ademds un economia grande puede
motivar una mayor diversidad de fuentes de R&D, la cual genera progreso técnico y promueve
crecimiento (Aghion y Howitt 1998, Pareto y Smulders 2002).

Para las nuevas teorias del crecimiento (en contraste con Solow), las diferencias en los niveles
de ingreso per cdpita de los paises pueden persistir indefinidamente, atn si ellos tienen las
mismas tasas de ahorro y tasas de crecimiento poblacional. La productividad marginal del
capital no cae cuando se incrementa el producto per cdpita y por lo tanto no existe
convergencia: los ricos siguen ricos y los pobres, pobres. Otra aportaciéon importante a la
literatura de crecimiento endégeno es la de Lucas (1988). El modelo se considera endégeno en
el sentido de que la racional maximizacién de la utilidad por parte de los agentes econémicos,
determina la acumulacién de capital humano de manera endégena. La propuesta de Lucas es
que niveles iniciales de capital fisico y humano son importantes en explicar las diferencias en el
producto per cdpita a través de los paises, debido a la presencia de efectos a escala de capital
fisico y humano. Dicho de otra manera, las economias que son inicialmente pobres,
permaneceran pobres, relativamente, aunque su tasa de crecimiento del ingreso en el largo
plazo fuera la misma que la del inicio de las economias ricas.

Aunque los modelos de Romer (1986) y Lucas (1988) son fundamentalmente enddgenos, el
descubrimiento de nuevas ideas sigue siendo intrinsecamente exdgeno. Romer (1990)
desarrolla un modelo donde el progreso técnico el motor de la economia, es endogeno. El
progreso técnico es generado intencionalmente por los agentes maximizadotes de beneficio,
quienes responden a los incentivos del mercado. El modelo predice efectos a escala en el
capital humano, es decir, una economia con un gran total de stock en capital humano,
experimentard un mas rapido crecimiento.

Los modelos enddgenos se avocan a que existirdn diferencias en las tasas de crecimiento
debido a que las economias que tiene un mayor stock de capital fisico y humano, crecerdn mas
rapido.

42 Difusién de conocimiento, idem
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1.2.1. Los modelos de crecimiento endégeno™’

Los modelos de crecimiento endégeno** surgen en la década de los afios setenta como respuesta
a lo propuesto en los modelos de crecimiento neocldsicos. Por ejemplo consideran los
rendimientos a escala crecientes y los resultados de la propagaciéon o spillover (modelos de
derrame), o el cambio tecnoldgico endégeno®, entre otros. En general todos pronostican
divergencia en el crecimiento econdémico.

Como ya se menciond anteriormente, cuando tratamos con modelos de crecimiento endégeno
se intenta explicar de que manera la acumulacién es un proceso autosostenido o dicho de otra
manera: la elasticidad produccion-capital es igual a uno. En general para explicar lo anterior los
modelos de crecimiento endégeno se pueden clasificar en dos grandes tipos: ModeloAK y
Modelo BH.

Modelos AK

En estos, el factor explicativo del crecimiento es homogéneo al bien final producido. En
promedio estos factores homogéneos pueden ser: a) El capital fisico privado o b) El capital
publico (infraestructura). Para un andlisis del factor a) ver el modelo de Romer (1986). El caso
del factor b) Barro (1990) por ejemplo.

Modelos BH

En estos modelos el factor que explica el crecimiento no es homogéneo al bien. Como ejemplo:
¢) Capital humano y d) Conocimiento. Para el caso c¢) ver Lucas (1988). En cuanto a d) ver
Romer (1990).

Reconociendo que en esta investigacion no estamos intentando un andlisis exhaustivo de teorias
del crecimiento, nos limitaremos a dos de los modelos mas conocidos dentro de la clasificaciéon
antes mostrada®®. Intentando ser breves en todos los casos aqui*’ tratados.

# Para esta apartado nos apoyamos en Destinobles, Gerald A.: (2007) Introduccioén a los modelos de crecimiento
economico exogeno y endogeno. Edicién electrénica gratuita. Texto completo en
www.eumed.net/libros/2007a/243/ (17 marzo 2011)
* Griliches, Z., Issues in Assessing the Contribution of Research and Development to Productivity Growth. Bell
Journal of Economics 10, 1979, pp. 92-116.
Romer, P., Increasing Returns and Long-Run Growth, Journal of Political Economy, October,1986.
Lucas, R. E. On the Mechanics of Development Planning. Journal of Monetary Economics 22, 1988, pp. 3-42.
> Conocidos como modelos neo-schumpeterianos puesto que resaltan el hecho de que el avance tecnoldgico es la
Unica variable apta para potenciar crecimiento econdémico. Ver mds en Schumpeter, J.A., The Theory of
Economic Development (Oxford: Oxford University Press), 1934. Ver también otros textos:
Romer, P., “Endogenous technological change”, Journal of Political Economy 98, 1990, pp. 71-102.
Grossman, G.M. y E. Helpman, Innovation and Growth in the Global Economy.Cambridge, MA: MIT Press 1991.
Aghion, P. y P. Howitt, “A model of growth through creative destruction”. Econometrica 60, 1992, pp. 323-702.
 Destinobles, Gerald A.: (2007) Introduccién a los modelos de crecimiento econémico exdgeno y endégeno.

Edicién electrénica gratuita. Texto completo en www.eumed.net/libros/2007a/243/ (17 marzo 2011)pg 38

* Sin embargo para mayor detalle se remite al lector como minimo a destinobles o a la bibliografia de la nota 56
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El modelo de Rebelo*

Es un modelo en donde no hacen falta los rendimientos crecientes a escala para llevar a cabo el
proceso de crecimiento endogeno. No muestra producciéon marginal decreciente del capital. La
elasticidad producto-capital es uno. De acuerdo a lo anterior, es posible un crecimiento
sostenido de largo plazo, donde la funcién de produccién es com o sigue:

Y = AK 1.21)

Esta es la funcién conocida como tecnologia “AK” y es la propuesta para resolver el problema
de crecimiento bajo el esquema de rendimientos constantes y productividad marginal del
capital creciente. En la ecuacién (2.21), A define el nivel de tecnologia o productividad del
capital y K es el stock de capital. Por otro lado el acervo de capital se incorpora a la mano de
obra, esto es, el capital humano se acumula y se puede agregar al capital fisico. El capital se
acumula de acuerdo a la siguiente ecuacion:

K=Y-C (1.22)

Por otro lado se supone que no hay depreciacion. Para el caso del ahorro para inversion se
deriva de una funcion de utilidad de los consumidores, donde la elasticidad de sustitucion
intertemporal es constante

o

U= [(e*)ulc)dz (1.23)
=0
Donde
Cl—H
u(c)= 1

es la funcién de utilidad instantdnea y p es una tasa de descuento. Si el valor de p es positivo,

el consumidor valora menos el consumo futuro que el presente. Aqui 6 es la elasticidad de
sustitucién intertemporal, esto es como se sustituye consumo presente por consumo futuro. Si
hacemos el supuesto de que el producto se agota entre la acumulacién de capital y el consumo,
si ademads el crecimiento poblacional no existe (tamafio de poblacidn fija) lo cual indica que no
existe la posibilidad de fuentes exdgena al crecimiento y normalizamos la poblacién a 1. El
problema del consumidor es el de maximizar la ecuacién (1.23) sujeta a restriccion, la ecuacién

(1.22) . Para solucionar el problema se plantea el hamiltoniano en valor presente

1-6

H=e" 16—_49 + A[AK —C] (1.24)

Y de acuerdo a las condiciones de primero orden (CPO)

48 Rebelo, S., “Long-Run Policy Analysis and the Long-Run Growth”. Journal of Political Economy 99, 3, 1991,
pp. 500-521.
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oH

P 0, ul(c)e” =21

azfz . _ (1.25)
-—=4 A=-1A

oK

Si en(1.25)tomamos la derivada con respecto a ¢ de la primera ecuacién y el resultado lo
sustituimos en la segunda

A= u”(c) ce - pu’(c)e™
Como A=-1A y A=u'(c)e™

—u(c)e ”A=u""(c) ce” — pu’(c)e™

(1.26)

u"(c)é

e

Finalmente por las propiedades de la funcién de utilidad instantdnea, 8 =—u""(c) ¢/u’(c) que es
también la elasticidad de la utilidad marginal. Sustituyendo el valor de 8 en (1.26) podemos
encontrar la tasa de crecimiento del consumo
c 1
—=—[A-p] (1.27)
c 0

Es importante notar que la tasa de crecimiento consumo es siempre la misma. Por otro lado este
modelo a diferencia de los modelos de crecimiento exdgeno como el de Cass-Koopmans no
presenta dindmica transicional. Podemos obtener de la ecuacién (1.22) la tasa de crecimiento

del capital que es la misma que la del producto®

E:A—g (1.28)
K K

Si suponemos una tasa de crecimiento de estado estable constante, digamos ¥, podemos ver
que

—=A- 1.29
X /4 (1.29)

Por otro lado la tasa de ahorro es una constante

* Derivamos ¥ = AK | luego al dividir por Y

K
K

~|~-
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s (AK-C)

AK AK
(1.30)
S 7
AK A

De la tltima ecuacion en (1.30) encontramos que

7:A(%j (1.31)

De aqui podemos se puede ver que la tasa de crecimiento de estado estable en el modelo de
Rebelo es directamente proporcional a la tasa de ahorro. Para finalizar retomamos la ecuacion
(1.27) y vemos que el modelo requiere que el producto marginal del capital sea mayor que el

crecimiento en el consumo
1
5[A—p]<A (1.32)

Ya que si asumimos que el consumidor es impaciente (averso al riesgo) como en los modelos
de prevision perfecta en horizonte infinito, esto es, prefiere consumir antes que después,
podemos decir que si A es la tasa de interés real

(1-6)A<p (1.33)

Esto rebela que el consumidor valora mas el consumo presente que el futuro como ya se habia
dicho en el parrafo anterior. Este modelo es, por lo tanto, una manera de reinterpretar el
problema de consumo en horizonte finito y prevision perfecta como un modelo de crecimiento.
En este modelo es posible obtener un crecimiento en el largo plazo si se considera que existe
competencia perfecta y observar una igualdad en tasas de crecimiento 6ptimo y de equilibrio
competitivo.

Las cuestiones que guian a los modelos de crecimiento endégeno como justificar los
rendimientos de escala, que proceso competitivo puede mantener equilibrio bajo los supuestos
del modelo y cuales son las fuentes del crecimiento endégeno todavia no se responden en este
caso.

El modelo de Romer (1986)*°

El trabajo de Romer (1986), significa un parte aguas en la literatura del crecimiento econémico.
En dicho trabajo, presenta un modelo con rendimientos crecientes en el cual se observa una
estable tasa de crecimiento de equilibrio positiva resultado de la acumulacién enddgena de
conocimiento. En la literatura de crecimiento exdgeno el progreso tecnolégico se habia tratado
como un factor externo. Se considera que las externalidades tienen su origen en la acumulacién
de capital (K ) , esto es, son producto de K . En cuanto al factor K no es tinicamente capital

0 Romer, P., Increasing Returns and Long-Run Growth, Journal of Political Economy, October,1986.
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fisico, se habla en realidad de “El Conocimiento”, aunque se haga referencia al capital fisico.
En este caso Romer considera que el stock de capital puede servir como indicador del stock de
conocimiento. Cabe sefialar que las condiciones del mercado en el modelo indican que a nivel
empresa predominan los rendimientos constantes a escala pero indudablemente vinculados con
externalidades positivas de la inversion. Se muestra una especie de reconciliacion entre
rendimientos crecientes y constantes, donde a nivel agente existen rendimientos no crecientes a
escala y al nivel agregado son crecientes. Debido a esto tltimo se genera un beneficio conjunto
del que ningin agente puede sacar provecho.

Respecto a las externalidades producto de la acumulacién de capital fisico se argumenta de dos
formas. Una es la que se refiere a las relaciones intra-industriales. La acumulacion de capital
fisico en un sector industrial hace necesario el capital de otros sectores industriales. El otro
enfoque es el learning by doing propuesto por Romer. Cuando las empresas acumulan capital
(K) al mismo tiempo acumulan conocimiento (aprender en la prictica), expresado de otra
manera, el stock de capital es una aproximacion de aprendizaje o experiencia adquirido en el
procesos de produccién anteriores. Bajo el supuesto de acceso libre a la informacion, las firmas
obtienen beneficios de este conocimiento. En resumen los rendimientos crecientes producto de
la difusién de conocimiento es lo que estd detrds del crecimiento. El caso bésico se presenta de
manera formal a continuacion. Sea la siguiente funcién de produccion

Yoy =LKk, ;L 5) (1.34)
Donde el progreso tecnolégico como trabajo aumentado®'se representa por Z, . El la versién

basica no se considera la depreciacion, asi que la acumulacién de capital de las j firmas es de
acuerdo a

kij =i, (1.35)

En el caso de las empresas y los individuos estos se distribuyen de manera que la masa total de
ellos es 1, y se supone que no hay crecimiento poblacional. De acuerdo a lo anterior la
inversion se puede expresar de manera agregada de la siguiente manera

1, =i dj (1.36)

Un supuesto fundamental es que para Romer el stock de conocimiento en la economia es una
proporcidn de la inversidn agregada pasada (nuestra aportacion va en este sentido)

K= [ Ldv (1.37)
Esta inversion agregada es, dice Romer, idéntica al tamafio del stock de capital agregado

K:jgw (1.38)

3 Barro, R.J. y Sala-i-Martin, X., Economic Growth , Boston: MIT Press, 1999
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Entonces, Romer parte del supuesto fundamental de que el stock de conocimiento determina la
productividad por medio de

Z =K 1.39)

El progreso tecnoldgico estd determinado por la inversion agregada pasada donde 77<1.

Dejando a un lado el subindice t, Romer expresa la funcién de produccién Cobb-Douglas a
nivel firma como sigue

v, = ke (1.40)

La cual exhibe retornos constantes a escala (CRS) a nivel empresa en (k, /) manteniendo fijo el
conocimiento agregado. Dicho lo anterior el producto agregado es

Y=K*L k" (1.41)

Al dividir entre L encontramos la funcién de produccion per capita
y=k%K”" 1.42)

Se asume que los hogares maximizan una funcién de utilidad que muestra aversion relativa al
riesgo constante (CRRA) y que cada hogar ignora el efecto trivial que sus decisiones de
inversién tienen en el conocimiento agregado. Para solucionar el problema se plantea el
hamiltoniano®* en valor presente y normalizamos la ecuacién (1.40) suponiendo que la cantidad

agregada de trabajoes L =1

Cl*H
&ALk K =C (1.43)

t,jot g

H=e¢"

Y de acuerdo a las condiciones de primero orden (CPO)

2%:0; uw(Ce” =4
o _ (1.44)
Tk P A=-Aak;'!,

De la misma manera que en el modelo de Rebelo si en (2.44) tomamos la derivada con respecto
a t de la primera ecuacion y el resultado lo sustituimos en la segunda

A=u(C)Ce™ — pu'(Ce™

52 En este modelo también consideramos que el capital se acumula de acuerdoa K =Y —C
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Como A= —ﬂakf’j’lkfj y A=u(C)e™”
—(Ce "k K" =u(C)Ce” — pu'(Che™”

W (C)C

ak® 'K = p—
t,] t,] p M/(C)

(1.45)

Del mismo modo que en el modelo anterior, por las propiedades de la funciéon de utilidad
instantdnea, @=—u"(C) C/u’(C) que es también la elasticidad de la utilidad marginal.
Sustituyendoel valor de 8 en (1.45) podemos encontrar la tasa de crecimiento del consumo

o
i _ %[akﬁij{j ] (1.46)

t,j

Si ahora suponemos que todos los hogares son idénticos y que &, = K,, lo que significa que el
consumo agregado per cdpita se puede expresar como

C .
C” =67'ak®"™ - p] (1.47)

t,j

De la ecuacién (1.47), se pueden observar basicamente 3 casos.

1) La trayectoria de crecimiento balanceado ocurre cuando «+7n =1, de esta manera

Cui 6" [a-p] (1.48)
c :

t,j

que es cuando nos referimos a rendimientos a escala constantes sobre los factores acumulables:
conocimiento privado y conocimiento global. En esta variante del modelo no hay dindmica
transitoria. Cualquier condicion inicial conduce a una trayectoria constante. La tasa de
crecimiento depende del grado de impaciencia @ y de la participacion del capital en el
producto ¢ . Si reescribimos el hamiltoniano (ecuacién (1.48)de la siguiente manera

H—e’p’£+ﬂ[k“*”—C] (1.49)
T 1-e '

Lo cual equivale a decir que se consideran los spillovers que surgen de la inversion. Se trata de

la tasa de crecimiento si un planeador social escoge el nivel de inversion. Al resolver el
hamiltoniano
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Cz,j -1 a+n-1
C =0 [(a+mk ;" —p] (1.50)

L,

Si consideramos que 77 >0, es mas grande que (1.47). Esto se debe a que los agentes privados

fallan en considerar los efectos de su inversion en el capital agregado y por lo tanto en learning
by doing. Dicho de otra manera, los agentes se equivocan al no interiorizar los spillovers en la
produccion, de esta manera ellos sub-invierten y por lo tanto sub-crecen.

i1) St a+n<1

Aqui el modelo trata con rendimientos de escala decrecientes sobre los factores acumulables.
En este caso el modelo es idéntico al modelo estdndar de crecimiento exdgeno. El crecimiento
se frena cuando la productividad marginal privada del capital es igual a la tasa de descuento. La
externalidad positiva no es suficiente para compensar el efecto de los rendimientos marginales
decrecientes.

1i1) St a+n>1

Cuando esto sucede el modelo se refiere a una funciéon de produccién con rendimientos
crecientes sobre los factores acumulables. Bajo estas circunstancias la tasa de crecimiento
aumenta de forma constante y tiende hacia el infinito. El modelo diverge.

Existe crecimiento en los casos i) y iii). Esto se debe al aumento en el stock de capital que
origina una mayor relacion capital-trabajo, ya que se ha considerado a la poblacién constante.
En el primer caso se reproduce el resultado del modelo de Solow: no hay progreso técnico, no
hay tampoco crecimiento. En el caso tercero, el crecimiento es explosivo.

1.2.2. Crecimiento econémico endégeno y Learning-by-doing

Cuando se piensa en el crecimiento endégeno y en learning-by-doing con actividad en I+D esto
puede generar dos tipos de progreso tecnoldgico: invencidn e innovacion (Murat 2005). Lo
importante del argumento anterior radica en que el progreso técnico desincorporado, en la
forma de learning-by-doing es combinado con I+D. Esto puede generar una incorporacién en
mayor o menor grado del cambio tecnolégico. El progreso técnico incorporado en los modelos
ha mostrado su influencia en el crecimiento econémico de largo plazo (Arrow 1962, Lucas
1988, Romer 1990 ).

Existen dos principales visiones al respecto. Una de ellas expone la distincién entre invencion e
innovacion sin incorporar el learning-by-doing (Javanovic y Rob 1990). La discusién se centra
en que los esfuerzos en I+D se manejan de tal manera que generan un trade-off entre el
prospecto de mayores nuevos descubrimientos contra el refinamiento de pasados
descubrimientos. Matsuyama (1999) desarrolla un modelo de crecimiento ciclico en el cual las
innovaciones se dan en cimulos (clusters).

La otra vision combina learning-by-doing y crecimiento econémico con invecion o innovacion.
Al combinar learning-by-doing con invencién Young (1993) muestra que la experiencia de
aprender y la actividad inventiva se pueden alternar para imponer restricciones a la capacidad
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de la economia para crecer. Otro ejemplo es Stein (1997) quien en un modelo de innovacién
con spillovers de conocimiento donde una firma ya establecida saca ventaja del learning-by-
doing sobre los posibles entrantes. El modelo genera clusters de innovacioén porque, cuando una
nueva firma desplaza a una establecida, un shock ocurre en la industria, debido a que posibilita
a firmas entrantes a desplazar a la nueva firma, la cual tiene menos ventaja de conocimiento
acumulado que la previa establecida. En el caso de Murat (2005) este combina invencién e
innovacién con learning-by-doing. Se enfoca en la relacion entre learning-by-doing e I+D.

1.2.3 Las tres etapas de desarrollo (sintesis de Funke y Strulik)

Funke y Strulik relacionan cada uno de los modelos de crecimiento con cada etapa de
transicién por la que atraviesa una economia en su proceso de desarrollo. Asi, segin estos
autores, todos los modelos de crecimiento descritos resultan vélidos, y la pertinencia del uso de
uno u otro corresponde tan solo a la etapa de desarrollo en la que se sitien las economias que
pretendan estudiarse. Las principales caracteristicas del modelo que, segun estos autores, mejor
describe cada etapa de desarrollo son el mecanismo impulsor del crecimiento, el tipo de region
a que debe aplicarse y el futuro esperable a largo plazo por cada economia estudiada quedan
recogidos en la tabla 1.3.

Tabla 1.3. Las tres etapas de desarrollo (sintesis de Funke y Strulik)™

Etapa de desarrollo 1: el modelo neocldsico
Equivalencia en la literatura Solow (1956),

con las extensiones de Cass (1965) y
Koopmans (1965).

Motor del crecimiento Progreso técnico exdgeno.

Tipo de pais/region Paises pobres.

Futuro a largo plazo Crecimiento sélo a través del progreso
técnico exdgeno, o0 estancamiento.

Etapa de desarrollo 2: la acumulacién de capital fisico y
humano

Equivalencia en la literatura Uzawa (1965), Lucas (1988) y Romer
(1986).

Motor del crecimiento Acumulaciéon de factores y mejora en la
calidad del trabajo.

Tipo de pais/region Economias en desarrollo,

53 Fuente: Funke, M y H. Strulik, “On endogenous growth with physical capital, human capital and product
variety”, European Eonomic Review, 44, 2000, pp. 491-515. Tomado de “EL FACTOR ESPACIAL EN LA

CONVERGENCIA DE LAS REGIONES DE LA UE: 1980-1996” Tesis doctoral Defendida el 10 de octubre de
2001 por M* Amparo Toral Arto
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Futuro a largo plazo

no innovadoras,

con tasas elevadas de acumulacién de
capital fisico y no fisico.

Convergencia hacia crecimiento comtin,
proporcion K/H comin y ratio K/Y comiin.

Para dos paises con misma proporciéon K/H
(y mismo crecimiento, por lo tanto), el que
tenga una dotacion inicial inferior en Ky
H nunca logrard alcanzar al otro.

Ademads, para dos paises idénticos, aquel
que tenga una dotacién inicial absoluta en
capital humano mayor llegard antes al
punto de transicion hacia una economia
innovadora.

Etapa de desarrollo

Equivalencia en la literatura
Motor del crecimiento

Tipo de pais/region

Futuro a largo plazo

3: la innovacién

Grossman y Helpman (1991), aumentado
con Lucas (1988).

Innovacién, conseguida a través de la
acumulacion del conocimiento.

Economias totalmente industrializadas que
van hacia una estado estacionario con
incrementos perpetuos en la generacion de
ideas.

Convergencia hacia el crecimiento de la
renta comun, y un ratio conocimiento/ideas
comun.

Aunque entre dos economias innovadoras,
aquella que haya entrado antes en fase de
economia innovadora, poseerd siempre un
mayor stock de capital humano y tendra,
por tanto, una renta superior en términos
absolutos a la otra economia, idéntica en el
resto de términos.
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Capitulo 2
Crecimiento endogeno con dinamica

tecnologica

En el modelo de Romer (1986) que se discutié en la secciéon 1.2.1, las externalidades
relacionadas con la acumulacién de conocimiento generan que el equilibrio éptimo competitivo
no se alcance. El equilibrio de mercado conduce hacia un nivel de inversién inferior al 6ptimo
de inversion social. Las criticas al modelo de Romer (1986) giran en torno a las externalidades
que propician un crecimiento explosivo. En una abstracciéon mds general, podemos decir, salvo
el caso a+n =1 no existe trayectoria de crecimiento estable sostenido en el largo plazo, el cual
existe bajo hipdtesis muy restrictivas. Se dice que existe una manifiesta inestabilidad
estructural en estos modelos reflejada en el crecimiento explosivo. La idea que fundamenta a
los modelo de crecimiento enddgeno es sencilla: los nuevos conocimientos nacen de los
conocimientos previos; crecen de acuerdo a la inversion en I+D. A decir de algunos es
necesario fundamentar esta idea con trabajos de historia de la tecnologia.

2.1. El modelo Apk

En este trabajo consideramos la aplicacién del principio de heredad al problema del catch up
tecnoldgico. Este tltimo se refiere al proceso por el cual los paises se pueden beneficiar de la
existencia de un stock de produccién de conocimiento disponible en el resto del mundo.
Cuando el catch up acontece se espera que los paises mds pobres experimenten un mas rapido
crecimiento econdmico. En esta investigacion se busca verificar si son las brechas tecnolédgicas
y de innovacién, en especial, la brecha en el nivel de patentes las cuales estan fuertemente
relacionadas con las divergencias entre paises en desarrollo y paises desarrollados. Las
posibilidades de catch up en una industria de alta tecnologia para paises en desarrollo pueden
solamente ser explicadas con tasas de crecimiento mds alta que aquellas registradas por los
paises industrializados, esto amen a un importante desarrollo de capacidades tecnoldgicas e
industriales. La correlacion entre I+D y patentes, es un factor que puede contribuir a explicar la
dindmica de convergencia tecnoldgica. Explicado de otra manera significa entender el
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desempefio de la capacidad de innovacién (capacidad de patentado en nuestro caso). En tal
situacion la convergencia lleva a crear un circulo virtuoso que junto a la transferencia
tecnoldgica y crecimiento en la productividad, pudiera llevar a los paises en desarrollo a una
trayectoria de convergencia y catch up. Una parte central a examinar en este trabajo es la
trayectoria que sigue la produccion de patentes y como estd determina si es posible la
convergencia. Esto como ya lo mencionamos en la introduccién a este trabajo, implica asumir
que la tecnologia no es una constante como suponen los modelos (Solowianos y endégenos).

Si el crecimiento del stock de patentes (proyectos terminados) en el tiempo unicamente
depende del conocimiento en el periodo ¢ , significa que no existe efecto heredado del pasado
(la integral de la ecuaciéon(l). Al no considerar gasto en I+D, daria como resultado que el

. ~ 54 .
numero de patentes por afio decrece a una tasa constante a” . Sin nuevas ideas no hay avance,
p(t) es por lo tanto decreciente

p(t) =—ap(1)

2.1
p®)=p0)e™ @D

La ultima ecuacion de (2.1) nos dice que en el largo plazo la produccién de conocimiento serad

nula. Sin embargo el factor hereditario implica considerar el pasado en la trayectoria seguida
por las patentes en un periodo en tiempo [7,¢], de esta forma tenemos que

p(t)==ap(t)+ [ H(t—7) p(v)dt (22) a>0

En (2.2) el factor de herencia H(t—7) puede ser el capital K(¢), una constante o una tasa de

descuento como en el ejemplo de Romer . De la misma manera que en el modelo de Volterra, la
trayectoria del nivel de patentes a lo largo de un periodo de tiempo se explica por el nivel de
patentes en el periodo ¢, la posicion de p(z) en el presente mds la trayectoria de la correlacion

patentes y otros factores en el tiempo. El comportamiento de la solucion de (2.2) determinard la

posibilidad de catch up. Como las patentes son un bien no rival, son insumo para producir
bienes y para producir conocimiento.” El capital K(r) se destina a la produccién de bienes

Y(6)=[p(t)K (O] [AL]™ (2.3)

K, (¢) es la parte del capital destinada a la investigacion y desarrollo que aunado al
conocimiento disponible es fuente de progreso técnico

A=B[pOK,,(1)),B>0 (2.4)

El resto de las ecuaciones son

>* En la ecuacién (2.1), a es latasa de decrecimiento. Sin embargo en la ecuacién (2.2) tal tasa bien podria
estar relacionada con un trade-off de inversion hacia otros sectores de la industria mds rentables.

> Un ejemplo es Romer (1986). El conocimiento creado por cada empresa contribuye en forma directa, tanto a la
produccién como a la produccion de conocimiento. Este conocimiento agregado también es una externalidad para

todas las demds empresas.
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K =sY(1)- 0K () (2.5)
L(t) =nL(t) (2.6)

Con n>0 s>0 y >0 . La ecuacién (2.5)se refiere a la inversién y la ecuaciéon (2.6)
modela el crecimiento del trabajo. Las ecuaciones (2.1)a (2.6) modelan la economia.
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Capitulo 3
Fundamentos de la teoria de las ecuaciones

integrales

Existen relaciones cercanas entre la teoria de las ecuaciones integrales y diferentes dreas de las
matematicas, por ejemplo las ecuaciones diferenciales y la teoria de operadores En buena parte
de los problemas en las areas de ecuaciones diferenciales parciales y ordinarias se pueden
replantear como una ecuacion integral. Es mas, muchos de los resultados de la existencia y
unicidad de las ecuaciones diferenciales pueden derivarse de los correspondientes en
ecuaciones integrales. Incluso se afirma que “en muy pocas dreas de matematicas aplicadas y
fisica matematica las ecuaciones integrales no estan involucradas” *°. Se puede ver el tema de
las ecuaciones integrales o integro-diferenciales como una extension del dlgebra lineal y un
precursor del andlisis funcional moderno. En particular cuando se trata de ecuaciones integrales
lineales los conceptos fundamentales de espacios vectoriales lineales, los eigenvalores y
eigenfunciones57 jugaran un rol relevante.””®,

36 Hochstadt, Harry, Integral equations, John Wiley and Sons, Inc., USA, 1973 cap 1.
37 Considérese el operador diferencial de segundo orden en forma auto adjunta

d d
== = ) (1)
I (p(x) dx)+ q(x)

donde p(x)e C'(a,b) y g(x)e C(a,b). Donde C(a,b) el conjunto de funciones de variable real definidas y
continuas en el intervalo (a,b), es un espacio vectorial. Del mismo modo C'(a,b) representa un espacio vectorial
pero de aquellas funciones con primeras derivadas definidas y continuas en el intervalo (a,b). Considérese la
ecuacion homogénea

Lu = Ar(x)u (1)
donde r(x)e C(a,b) y A es una constante. La constante A para la cual una solucién no trivial a (/1) existe es

llamada un eigenvalor de L, y la solucién (x)e C?*(a,b) correspondiente a A es llamada una eigenfuncion.

Ver mas detalles en Atassi H. M. “Linear operators and linear equations” (class note). University Notre Dame.
Deparment of Aerospace and mechanical engineering.
http://www.nd.edu/~atassi/Teaching/ame60612/Notes/linop.pdf (24 de Enero de 2011)
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Como es conocido, existen diversas clases de ecuaciones integrales lineales, las mads
. 5
frecuentemente estudiadas para Hochstadt™ son:

b

[K(t.5)p(s)ds = f (1) 3.1)
§(0) =2 K(t,)p(s)ds = f (1) (3.2)
a(P(D) = A K(t,)p(s)ds = £ (1) (3.3)

Las ecuaciones(3.1)a la(3.3)se conocen generalmente como ecuaciones de Fredholm de
primera, segunda y tercera clase, respectivamente. En el caso del intervalo (a,b), bien puede
ser reemplazado por (—oo,b] ,[a,o0], 0 (—o0,) con a y b finitos. Si a(t) es no nulo se puede
dividir (3.3)por a(t) y reducir este a(3.2) . Se presume que las funciones f(t),a(t) y K(t,s)
son conocidas, mientras ¢(¢) es desconocida. A la funcién K(z,s) se le conoce como kernel de

la ecuacién. Una segunda clase de ecuaciones son las ecuaciones de Volterra de primera,
segunda y tercera clase, definidas a continuacién

[K@.5)9(s)ds = £0) (34)
o)~ A K(t.5)p(s)ds = (1) (3.5)
a(p(t) = A K (1. )p(s)ds = £ (1) (3.6)

Las ecuaciones de Volterra ademds, representan casos especiales de las de Fredholm. Estas
dltimas se reducen a su correspondiente ecuacion de Volterra si K(t,s)=0 para s>t. No
obstante las ecuaciones de Volterra tienen propiedades que no surgen de la teoria general de las
ecuaciones de Fredholm, por lo que un andlisis por separado es obligado. Por tdltimo, existe

El problema anterior es conocido como problema de Sturm-Liouville (S-L). La funcién  7(X) se conoce como

funcién de densidad y A son los valores propios del problema de valores en la frontera. El valor de A no se
conoce. Encontrar estos valores para una solucién no trivial de (7) es el problema de (S-L). Ejemplo: fulx)= e”

es una eigenfuncion para el operador diferencial 5 _ d* _d_ para cualquier valor de k. Esto es,

d’x®> dx
Ae™ = e con A=k>—k su correspondiente eigenvalor.

58 Hochstadt, Harry, Integral equations, John Wiley and Sons, Inc., USA, 1973 cap L. pp 2
> Idem
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algo en comun entre las ecuaciones (3.1)ala (3.6) y es que todas ellas son ecuaciones lineales.
Dicho de otra manera, la funcién ¢ entra en las ecuaciones de forma lineal, esto es

IK(t, e () +c,p (s =, [ Kt ) ()ds+c, [ Kt,9),()ds  (3.7)

Dentro de la muy extensa teoria de las ecuaciones integrales de Volterra, nos ocuparemos de lo
que se refiere las ecuaciones escalares integro-diferenciales de Volterra. En particular nos
interesan las conocidas como de “tipo convolucién”.

_— . . . - 60
Para finalizar esta introduccion nos parece importante sefialar lo expuesto por T.A. Burton ~ en
relacion a la teorfa que involucra a las ecuaciones de Volterra:

Aunque la teoria de las ecuaciones integrales e integro-diferenciales de Volterra es
vieja, bien desarrollada y densa en literatura y aplicaciones, no nos ha sido posible
encontrar un tratamiento sistemdtico de las estructuras bdsicas de la teoria y
propiedades de estabilidad...Existen de acuerdo, numerosos tratamientos de la materia,
pero ninguno parece presentar un conjunto coherente de resultados paralelo al
tratamiento estdndar de la teoria de estabilidad dada en ecuaciones diferenciales
ordinaria...Por ejemplo Miller (1971a, p.9) argumenta: “Mientras es verdad que todos
los problema de valor inicial para ecuaciones diferenciales ordinarias pueden ser
considerados como una ecuacion integral de Volterra, ese hecho es de limitada
importancia”. Nuestra vision es que este hecho es de fundamental importancia, y
consecuentemente, es nuestra meta desarrollar la teoria de las ecuaciones de Volterra
de tal manera que el investigador en el drea de ecuaciones diferenciales ordinarias,
pueda valerse de su experiencia en una comprension de las ecuaciones de Volterra. Nos
apresuramos a decir que existen, de hecho, dreas en las ecuaciones de Volterra que son
paralelas a la teoria estdndar de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

En nuestro trabajo nos interesa resolver una ecuacion escalar integro-diferencial de Volterra de
tipo convolucion (para las que no son de tipo convolucion existe otro andlisis). Un problema
que resulta en un caso particular de la teoria de las ecuaciones integrales e integro diferenciales
de Volterra. Para hablar de tales ecuaciones, estamos obligados a por lo menos una
introduccion a la teoria de las ecuaciones integrales lineales que fundamente las soluciones de
la ecuacién (2.54). A continuacién mostraremos de forma general la conexion entre ecuaciones

integrales e integro-diferenciales y las ecuaciones diferenciales ordinarias finalizando con un
andlisis de la convergencia y estabilidad de las soluciones.

3.1. Aspectos fundamentales a considerar en la teoria de las ecuaciones integrales.

Las ecuaciones integrales son de considerable importancia en matemadticas. Las transformadas
integrales de Laplace y Fourier son ejemplos de ecuaciones integrales (de primera clase)

60 Burton, T.A. “Volterra Integral and Differential equations. Department of mathematics Southern Illinois
University Carbondale, Illinois. Second Edition. El Sevier 2005. Cap 0.
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D(u) = Te”%(x)dx
0 (3.8)

D(u) == [ e glx)dx

De ellas Laplace uso la primera ecuacién para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO)61. Para el caso de las ecuaciones integrales de segunda clase, lineales, la teoria
corresponde a Volterra y Fredholm®. Nuestra muy particular ecuacién de Volterra pertenece a
esta ultima clase, las cuales son a su vez ecuaciones integrales lineales. Es por aqui por donde
es necesario comenzar. Para nuestro fin hemos dividido nuestra introduccion a la teoria de
ecuaciones integrales lineales en tres ejes: los espacios de Hilbert, los operadores lineales y la
resolvente.

Espacios de Hilbert®

Un espacio de Hilbert se puede entender como una generalizacion del espacio tridimensional
Euclidiano. Se refiere a vectores de infinitas dimensiones, donde en el caso de las ecuaciones
integrales es un espacio lineal completo compuesto de funciones de cuadrado integrable con la
propiedad de la distancia definida en términos de un producto interno.

En el espacio tridimensional un punto es definido por un conjunto ordenado de nimeros reales
o coordenadas (x,,x,,x;) que son las componentes de un vector de posicion X . Un vector AX

tiene coordenadas (Ax,,Ax,,Ax,) y para un vector suma X+Y son(x, +y,,x,+Y,,x;+y,)sus
coordenadas correspondientes.

El producto escalar o interno entre vectores se define como
(X,Y) =Xy, +x,y, + X3, (3.9)

Donde estos vectores son ortogonales si (X,Y)=0. Ademds (X,X)=0 y si (X,X)=0
entonces X =(0,0,0)el vector cero. La magnitud o norma de X se escribe ||X|| y se define

como

IX||= VX.X) =X +x; +x7 <eo (3.10)

Un vector X se dice normalizado si ||X||:1 y se conoce como vector unitario. La distancia

entre dos puntos definidos por los vectores XeY se define ||X-Y||. La ecuacién

(3.10) representa la distancia del punto X al origen representado por el vector cero.

o1 Deakin, M. The development of the Laplace transform 1737-1937, 1. Euler to Spitzer, 1737-1880. Arch. Hist.
1981

62 Hazewinkel, Michiel. Integral Equations. Encyclopaedia of Mathematics Springer-Verlag Berlin Heidelberg.
2002. http://eom.springer.de/1/i051400.htm (11 de Enero 2011)

%3 Existe amplia bibliografia referente a los espacios de Hilbert. Para esta seccién nos apoyamos por conveniencia
en Moiseiwitsch, Benjamin Lawrence. Integral equation. Longman Mathematical Texts. 1977. cap VI
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La distancia entre X e Y nos lleva a la desigualdad del tridngulo, donde un lado es menor o
igual a la longitud de los restantes cuando el tridngulo se colapsa

[X-Y][<[x]+[Y] (3.11)

Supongamos que los vectores X,Y,Z son linealmente independientes, por lo tanto
AX+uY+vZ no es el vector cero a menos que A= =v=0. Si lo anterior es cierto X,Y,Z
pueden formar un conjunto ortonormal (ortogonal y normalizado) de tres vectores (e,,e,,e€;).
Si utilizamos la ortogonalizacién de Gram-Schmidt y con

X
e, =,
[

un vector normalizado, encontramos
Y=Y-(Y-e))e,.
Donde Y~ es ortogonal a e, y

NG
e, =—,

Y1

es un vector normalizado. Para el dltimo vector tenemos que Z'=Z-(Z.e,)e, —(Z.e,)e, es

ortogonal a e,e, y

es también un vector normalizado. Los vectores (e,,e,,e;) asi obtenidos forman una base en el

espacio tridimensional. Un vector a€ R’ se puede expresar como combinacién lineal
a=(a,e e, +(a,e,)e, +(a,e;)e,

Podemos ahora extender lo anterior a un espacio n-dimensional finito cuyos puntos se definan
como conjuntos ordenados de n nimeros complejos X =(x,, x,,...,x,). El producto interno es

ahora

XY)=3%3,=Y.X) (3.12)

r=1

Por otro lado la norma de X es

[X]=VxX.X) =,fi|x,|2 <o 3.13)

45



Un conjunto ortonormal de n vectores (e,,e,,e;,...,c,)forman una base del espacio n-

dimensional. De esta manera cualquier vector ae R" se puede expresar como
n
a= Z (a,e,)e,
r=I1

Donde a, =(a,e,), con r=1,2,3,...,n son los componentes del vector a con relacion a los de

la base. Adicionalmente podemos decir que el vector cero es el unico vector ortogonal a cada
uno de los vectores de la base. De este modo e, =(1,0....,0),e, =(0,1,0,...,0),...,e, =(0,0,...,1)

llevan a que el vector a definido anteriormente sea a = (q,,a,,...,q,) .

Daremos un paso mds en nuestra definicion de espacios de Hilbert al generalizar al espacio de
dimension infinita. Considérese el vector X que tiene por componentes o coordenadas una

secuencia infinita de nimeros complejos {xr} =(X;,X,,..., X,,...) que satisfacen

n
2
Dl | <o (3.14)
r=1
Si revisamos la definicion de producto escalar encontramos que

(X,Y) = ix,y,:(Y,X) (3.15)

r=1

De lo cual vemos que 0<(X,X) < y (X,X)=0 siy solosi X=0.La norma se define por la
formula

x| (3.16)

|- X0 - 3

Nuevamente ||X|| =0 siysolosi X=0.

El producto por un escalar tiene por componentes {Ax,}, de tal manera que ||/1X|| = ||/1||||X|| .La

suma de vectores tiene por componentes {x, +y,} de la misma manera que el espacio

dimensional finito. Ahora por la desigualdad de Cauchy

x v,

SN 0 )

r

y usando el hecho de que
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ix,yr <) x|y, (3.18)
r=1 r=1

Obtenemos la desigualdad de Schwarz
x| =[X[[[Y] (3.19)

Que no es sino la generalizacion al espacio infinito del resultado en tres dimensiones donde el
producto interno es tal que

|(x,y)| = ||X||||y||0( ,con ¢ angulo entre x e y. Por otro lado para vectores en el espacio infinito

[X+Y[ = 2+ |

=y ? +) X, Ay,
r=1 r=1 r=1

=X+ 2+ Yl

2

'xr yr

=(IX]+ Y] <

De esta manera

oo

S 4y <o (3.20)

r=1

De lo anterior surge la desigualdad del tridngulo

X4Y|| <X +]Y
v <[] |1 .
[X-Y[[<[x]+[¥]
La distancia entre dos puntos tiene su correspondiente férmula en
dXY) =|XY] =[x =y, (3.22)
r=1

Donde ||X|| es la distancia del punto X al origen, definido por el vector cero.

Cerramos esta seccion sin olvidar un asunto fundamental en cuanto a los vectores en el espacio
de dimensién infinita. Se dice que una secuencia de vectores {X,} converge fuertemente a un

vector limite X si paraun £ >0 dado, existe N, tal que para n> N se tiene que
X, -X|<e

La convergencia fuerte se define X — X . Para la desigualdad del tridngulo, si X, — X
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[X, =X, =[X, -X+X-X,, |
<X, = X|+[X, -X]|<e

Con nym suficientemente grandes. Una secuencia {X,} que satisface ||Xn—Xm||<€ para

n 'y m suficientemente grandes se conoce como secuencian de Cauchy.

Otro resultado importante a sefialar es el caso opuesto: cada secuencia de Cauchy tiene un
vector X limite en el espacio.

La demostracién al argumento anterior es sencilla. Sabemos que los vectores unitarios en el
espacio dimensional infinito e, =(1,0,0,...,0),e, =(0,1,0,...,0),....,e, =(0,0,0,...,1),... forman
una base candnica la cual puede generar el espacio. Por lo anteriormente planteado podemos
expresar cualquier vector, digamos el vector a=(q,,a,,...,a,,...) como lo hicimos con el

espacio n-dimensional, de tal manera que

Donde a, =(a,e,) y e, es el r-ésimo vector unitario que cumple con ||er||:1. Como se

establecié mds arriba, una secuencia de vectores {X, } es de Cauchy si satisface

|(Xn ’er )_(Xm ’er) <&

=|(X,-X,,.e,)

=[x, =X,

Para toda n ym suficientemente grande. Ahora pensemos en una secuencia de nimeros tal,
o)

r

que se cumple (X, .e )=x,” cuando n — oo, esto es, una secuencia de Cauchy con limite
x,(r=12,..). Vamos a expresar la condicion la condicién de convergencia utilizando la

secuencia anterior

- 2
) _ o
Dl =2 <

r=1

Si lo anterior se cumple sabemos que para cada k

2

(1) _ m
xM—-x" <€

>

r=1

tomando el limite cuando m — oo y encontramos que

nuevamente sabemos que si es vdlido para cada k, lo es para la condicion de convergencia en
el espacio de dimension finita
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X, X[ =[S 5 -x [ <e

r=1

Sin embargo

Sl =[x] = XX, )4X,

r=1

xr

<[ x-X,)

<e+|X,

+X,

En consecuencia podemos decir que
- 2
2 [x[ <o
r=I1

Siguiendo con el resultado anterior X =(x,,Xx,,...,X,,...) pertenece al espacio de dimensién
infinita y X, — X conforme n—>oo. Un espacio en el cual X, = X cuando {X,} es una

secuencia de Cauchy se llama completo. Si H es un espacio vectorial lineal®* completo con una
funcién distancia o metrica definida por un producto interno, H es un espacio de Hilbert. El
espacio de secuencias anterior es un ejemplo de espacio de Hilbert y se denota [,.

Espacio de funciones

Para toda funcién compleja de variable real x definida en el intervalo a < x <b y que satisface

2

b
[1f ()] dx <o (3.23)
esto es, f(x) es de cuadrado integrable, el producto interno de f(x), g(x) esta dado por
b —
(f8)=| F(gdx (3.24)

La norma para f(x) se define en este espacio como

HENENR (3.25)

Con (3.24) y (3.25) vamos a construir la desigualdad de Schwarz.

64 Un espacio vectorial lineal, es un conjunto de elementos, que pueden ser puntos o vectores, f,g,h,..., que
forma un grupo Abeliano. El grupo Abeliano satisface la ley conmutativa, asociativa de la adicién (+), posee el
elemento cero de (+) y un elemento inverso y donde ademds se satisface el producto por el campo de los nimeros
complejos, estoes, 1- f = f£,0- f =0,(Au)f =A(uf)-
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b
[lreo L8 o)
(8.8)

a

2
dx=>0

oo Dl = e ——
{\f(x)f(x)\dx—Z%E\f(x)g(x)\dw%{\g(x)g(x)\dx20

(3.26)
2 2
(f’f)_zl(f,g)l (0273
(g.8) (g8
(f. g 2|(f.ef
Y de acuerdo a (3.25)
I llsl=cs- 9 (3.27)

La ecuacién (3.27)se conoce como la desigualdad de Schwarz para funciones de cuadrado
integrable. Continuando con (3.27)

(r1+0el)” =1 +lsl +201 Nl
> (f.f)+(g.8)+2|(f.8)

Sin embargo (3.27) también se puede expresar como

(f 9|2 (f.8)+(f.8)

De esta forma

(£1+lel)’ = (f. )+ (g )+ (f. ) + (g f)
= (f+g7f+g)

Asi encontramos una importante desigualdad conocida como desigualdad de Minkowski o
desigualdad del tridngulo para funciones

[71+lel 217+l (328)

Dos ultimas propiedades debemos mencionar. Se dice que las funciones f(x)yg(x) que
pertenecen al espacio de funciones, son ortogonales si

b —_—
(f.8)=[ f(x)g(x)dx=0 (3.29)
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La funciéon f(x)y g(x) se normaliza si || f ||:1 . Ahora, consideremos que el conjunto de

funciones complejas continua por partes @ (x),d,(x),...,@ (x),... satisface la ecuacion(3.29),
esto es, que son ortogonales, por lo tanto se puede definir el producto interno como sigue

@,.0)=6,.6,[8,(0)9,(x)dx = &, (3.30)

Donde &, es la delta de Kronecker definida como sigue

S ={1 (r=s5) (3.31)
0(r#s)

Al conjunto de funciones con estas propiedades se le conoce como ortonormal.

Operadores lineales en espacios de Hilbert

Una ecuacion integral de la forma
9(x)= f(0)+ [ K (x, $)p(s)ds (3.32)

Se conoce como de Volterra de segunda clase. Bajo el signo de la integral, ¢@(-)es la funcién

desconocida, si tal funcion pertenece a un espacio de Hilbert, entonces estaremos hablando de
operadores integrales que se desempefian en espacios de Hilbert de funciones.

Las ecuaciones integrales que son lineales como (3.32) involucran el operador integral lineal
b
L=[K(x,s)ds (3.33)

Donde K(x,s) es el kernel. Este operador satisface la condicion de linealidad

L=[26()+ 40| =AL[a®]+AL[A)] (.34
Con A, y A, constantes. Aplicado esto a la funcién ¢(-) se expresa

L[g(9)] = [ K (x, $)@(s)ds (3.35)

Las ecuaciones integrales lineales son de dos formas: las de Fredholm y las de Volterra. Las de
Fredholm de primera clase tienen la forma
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b
f(x)= IK(x, $)@(s)ds, (a<x<b) (3.36)

Ejemplo de tales ecuaciones son las transformadas de Fourier y Laplace. Las de segunda clase
son

b

o(x)=f(x)+ J. K(x,8)@(s)ds, (a<x<b) (3.37)

Si f(x)=0, lacorrespondiente ecuacién homogénea es
b

o(x) = IK(x, $)P(s)ds, (a<x<b) (3.38)
En el caso de las de Volterra, las de primera clase son de la forma

f(x)= j K(x,9)p(s)ds, (a<x<b) (3.39)
Las de segunda clase por otro lado son

o(x)=f(x)+ I K(x,5)¢(s)ds, (a<x<b) (3.40)

La relaciéon entre correspondientes ecuaciones de Fredholm y Volterra se establece si
consideramos, K(x,s)=0 para a<x<s<b. Una ecuaciéon de Volterra de primera clase se

puede transformar en una de segunda clase por diferenciar, esto es
. ¢
J(x)=K(x,x)p(x)+ Ia—xK(x, $)P(s)ds (3.41)

Si K(x,x)=0en a<x<s<b, entonces

b=t @ _{ 9 K(x5)

K(x,x) I ox K(x,x) } Ps)ds (3.42)

a

Ecuaciones integrales de tipo convolucion

Un tipo particular de kernel llama nuestra atencion en esta investigacion. Nos referimos a
aquellos que tienen la forma

K(x,s)=K(x—ys) (3.43)
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Que dependen unicamente de la diferencia entre las coordenadas x ys. Al llevar esto a la
integral tenemos

T K(x—5)¢(s)ds (3.44)

Que se conoce como integral de convolucién o de doblamiento. El nombre le viene de lo que se
puede ver en una ecuacion de Volterra, donde la integral es

IK(x—sW(s)ds (3.45)

El rango de integracion de la convolucion se puede intuir de la siguiente forma: si un intervalo

de 0 ax marcamos el punto s= x/ 2, esto es, la mitad del intervalo. De esta manera es facil

ver que s =x—s, es el promedio del intervalo de O ax ™.

Las ecuaciones integrales de convolucidon se pueden resolver por medio de transformadas
integrales como Fourier o Laplace. Por ejemplo, consideremos una ecuacion de Fredholm de
segunda clase como en (3.37)

o(x)= f(x) +T K(x—5)p(s)ds, (-00< x <o0) (3.46)
Para resolver (3.46) podemos considerar el uso de la transformada de Fourier para ¢, f y K
D)= ﬁ? e"™ @(x)dx
F(u)= ﬁ T e"™ f(x)dx (3.47)
Ku)= ﬁ T " K (x)dx
Vamos a usar a continuacion la propiedad de convolucién de esta manera

Ku)®(u) :ﬁ I e’”dxﬁ I K (x—s)p(s)ds
- - (3.48)
K (u)®(u) =37 j K (x—$)(s)ds

Denotamos al operador integral de Fourier con S:ﬁ I e"dx . Finalmente, considerando

—o0

(3.47)y (3.48) (se aplica transformada de Fourier en ambos lados)

65 T sz
Ver apéndice B sobre la convolucién.
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®u) = F(u) + 27K ()@ (1)
(3.49)
F(u)

du)=—
@ 1-27K (u)

La solucién a (3.46) mediante la férmula reciproca de (3.49) se expresa como sigue

ot e—ixu F(u)
(X)=9= | —F———du
P0= 7 jm 1-27K (u)
(3.50)
P(x) =S [@(u)]
Una ecuacioén integral de Fredholm de primera clase tiene la forma
F)= [ K(x=5)g(s)ds (3.51)

Para encontrar una solucién, nuevamente usamos el resultado de la integral de convolucion
visto en (3.48) lo que produce

Fu)=27K u)®u)
(3.52)
F(u)
D)= ——
= k@

La incognita a resolver es ¢(x). Como en el caso anterior la solucién se alcanza mediante la
transformada de Fourier

F(u)
D) =——— 2
= k@

© e*iqu(u)

=L | ——d 3.53
P(x) ﬂ{@m u (3.53)

¢(x)=3" [Pw)]

Si ahora en (3.46), f(x)=0,K(x—s5)=0y ¢(x) =0 para x <0 obtenemos la ecuacion integral

o(x)=f(x)+ .[ K(x—s)¢(s)ds, (x>0) (3.54)
0
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que es una ecuacién de Volterra de segunda clase con una integral de tipo convolucién. Una
alternativa para resolver la ecuacion (3.54) es la transformada de Laplace

P(u) = Te’”%(x)dx
0
F(u)= Te’““f(x)dx (3.55)
0
Ku)= ]ie_”K(x)dx
0
Si se aplica el teorema de convolucién
Ku)®u)= LI K(x—s)p(s)ds (3.56)
0
en donde L representa el operador integral de Laplace
L= Te’”‘”dx (3.57)
0

En la ecuacion (3.54)

P(u)=F(u)+ K(u)P(u)

_ F(u)
dP(u) = —K@) (3.58)

Pu)=Fu)+ Fu)M (u)

Por lo anterior la solucién de (3.54) es
P(x) = f(x) +Im(x— s)f (s)ds (3.59)

Por tltimo si en (3.51) f(x)=0,K(x—s)=0y @¢(x) =0 para x<0 encontramos que
f(x)= EK (x—s5)P(s)ds (3.60)

Es una ecuacién de Volterra de primera clase donde f(0)=0. Nuevamente de la transformada
de Laplace (3.55) y el teorema de convolucion,
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Fu)=K(u)®(u)

3.61
p(x)=L" {—II;EM;} (5-61)
u

Funciones de cuadrado integrable

Si la funcién @(x) es de cuadrado integrable satisface la ecuacioén (3.23), esto es

h 2
I|¢(x)| dx < oo
El kernel K(x,s) definidoen a<x<b,a<s<b se dice de cuadrado integrable si cumple

|K (x,5)| dxds < oo (3.62)

QD C—
Q C— >

junto con

b
[IKCe9)f ds<eo (a<x<b)

a

(3.63)

b
[IKCe9)f dr<oo (a<s<b)

El kernel se conoce como R si la integral®®es de Riemann o I* si es la integral de Lebesgue.
El concepto anterior quiza pueda entenderse mejor con un contragjemplo. Considerese un
kernel singular de tipo Volterra de la forma

F(x,s)
x>s
K(x,s)=< (x—s5)* (3.64)
0 x<s

con F(x,s) continuay O<a<I1.Si |F(x,s)| <M ,donde M € R, entonces

Z[ ;ﬂK(x, s)|2 dxds = J.j dxf: ds%

66 | espacio de funciones de cuadrado integrable [’ esun ejemplo de espacios de Hilbert. Ver apéndice para una
elemental explicacion de las integrales de Riemann y Lebesgue.
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<M? Ij de.: ds(x—s)%

2
- 17204 jb dx [ ds(x—5)" (3.65)
B MZ(b _a)2—20(

C2(1-2e)(1-a)
La doble integral es por finita si0<a<1/2. Si a@=1/20a=1 por ejemplo, el kernel

singular (3.64) no es de cuadrado integrable. Hay que sefialar que una ecuacion integral cuyo

kernel no es de cuadrado integrable se dice a ser singular. También si el rango de la integral es
0 < x < o0 0 -c0o<x<oo la ecuacion es singular. Ninguna de las ecuaciones integrales o integro-
diferenciales que estudiamos en este trabajo son singulares. En todos los casos el kernel se
asume de cuadrado integrable.Volvamos a los operadores lineales. Considerese el operador

b
K = [ K(x,5)ds (3.66)
donde K(x,s) es de cuadrado integrable y
b
Y0 = [ K (x.5)0(s)ds (3.67)

del mismo modo que K(x,s), ¢#(s)es de cuadrado integrable. En notacion abreviada

w=K¢ (3.68)

K es evidentemente lineal, ya que cumple
K(4¢ +40,) = 4Kg, + K9, (3.69)

con 4,4, constantes y ¢,¢, y funciones de cuadrado integrable. Definimos el operador
identidad I, tal que I¢=¢ . En forma de operador integral

1=[ 8- s)ds (3.70)
La funcién 8(x—s) es la delta de Dirac®’. Una representacién comund ela delta es la siguiente
O(x)=limI(h,x)
h—0

Donde 1(h,x) es la funcién impulso

7 Ver apéndice C para mas detalles acerca de sus propiedades.
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l,OSxSh
I(h,x)=4 h

0 otra manera

Otra propiedad importante es
lim [~ 1(h,x)dx=1
o dicho de otra manera

ji S(x)dx=1

Para finalizar lo relacionado con los operadores lineales definimos la norma de (3.66) como
sigue

KL =[] [ of s | 371

asumiendo que K(x,s)es de cuadrado integrable. Por otro lado si ¢(s)es también una funcién
de cuadrado integrable y  =K¢ esta dada por (3.67) utilizando la desigualdad de Schwarzs
tenemos

wf <[ Ko ds] oes)f ds (3.72)

Al integrar ambos lados

J.j|l//|2 dx < j. Uj|K(x, s)|2 dx_[f|¢(s)|2 ds} dx

K Ce.)f duds | p(s)] ds (3.73)

IN
2 —
2 —

[ <[], o <

por lo tanto y(x) es de cuadrado integrable. Cuando ||K||2 =0, entonces ||l//|| =0y K esel

operador nulo.
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La Resolvente

La solucién de una ecuacién integral de segunda clase de Volterra puede ser expresada en
términos de un kernel resolvente. Esto es de considerable relevancia debido a que se puede
aplicar la férmula de variacién de pardmetros®*de las EDO.

El teorema de unicidad nos dice que si existe un kernel resolvente R(x,s;A)de K(x,s) para un

valor dado del parametro A, entonces es tnico. Supongase una ecuacién integral lineal de
Volterra de segunda clase

P(x)=f(x)+ ﬂj‘K(x, $)P(s)ds, x>0 (3.74)

con A€ R. Ahora, mediante el operador integral, definido por la ecuacién (3.66) , reescribimos
la ecuacién (3.74) como sigue

o= f+AK¢
(3.75)
(I -AK)¢=f
Por otro lado existe un operador R definido por
b
R=["R(x,s; A)ds (3.76)
tal que
p=f+ARS
(3.77)
¢=(I+IR)f

El operador R depende del parametroAy dado que R proporciona una solucién para la
ecuacion (3.74), se le conoce como el resolvente y a R(x,s;A) como el kernel del resolvente.

Si sustituimos (3.77) en la dltima ecuacién de (3.75) tenemos que

(I-AK)I+AR)f = f

(3.78)
R-K=4KR
Si ahora sustituimos (3.75) en la tltima ecuacion de (3.77)
¢=(I+AR)(I - AK)¢
(3.79)

R-K=/4RK

68 Burton, T.A. “Volterra Integral and Differential equations. Department of mathematics Southern Illinois
University Carbondale, Illinois. Second Edition. El Sevier 2005. pg 167
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A la ecuacion del operador
R-K=/1KR = ARK (3.80)

Se le conoce como la ecuacion resolvente. Si el operador R existe con un kernel R(x,s;A)de
cuadrado integrable que satisface (3.80) para un valor dado de A, entonces tal valor Aes un
valor regular del kernel K(x,s). Cuando nos referimos al conjunto de todos los valores
regulares de K, hablamos del conjuto resolvente A.Volviendo al teorema de unicidad,
supongamos que existen kernels R, (x,s;4)y R, (x,s5;4) tal que

R,-K = AR K = /KR,
(3.81)
R,-K =AR,K = AKR,

al restar la primera ecuacion de la segunda y si I' =R, —R, encontramos que
I'=AI'K (3.82)
multiplicamos por R, ambos lados

R I =AR KT
=R, -K)Ir

=R, -KI

de la ecuacién anterior se deduce que KI'=0que es cierto si y solo siI'=0, por lo tanto
R,=R,. El kernel R(x,s;A)es unico. Finalizaremos este apartado mostrando que si f(x)es

una funcién de cuadrado integrable y si Aes un valor regular del kernel de cuadrado integrable
K(x,s)que posee un el kernel resolvente de cuadrado integrable R(x,s;A), entonces la

ecuacion integral (3.75) tiene como solucién la ecuacién (3.77) . Si la funcién ¢@(x) se define por
la ecuacion (3.77) podemos redefinir la ecuacion (3.75)como sigue
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f+AKg = f+AK(f + ARf)
= f + AKf + AAKR)f
= f+AKF +AR-K)f (3.83)
= f+ARf

=9
Por lo tanto @(x) es solucién de la ecuacién integral (3.75). De forma inversa si suponemos
que @(x) es de cuadrado integrable y que satisface la ecuacioén (3.75)

f=¢-K¢
Al sustituir en (3.77) junto con la ecuacion resolvente (3.80)

f+ARf =¢— AK ¢+ AR (¢ — AK @)
= ¢+ A(R-K - AKR )¢ (3.84)

=¢
Queda demostrada la unicidad de la solucién.
3.2 Las ecuaciones integrales (EIV) e integro-diferenciales de Volterra (EIDV)®

Empezaremos esta introduccion al tema, con una ecuacion integral de la forma
()= f O+ [ g(t,5,x(s))ds (3.54)
0

Donde xes un vector en R"la funcién f: [0,00) - R" es continua y la funciéon g:zxR" — R”"
con 7={(t,5):0 <s < t<eo}. Seglin Burtonno es usual solicitar que g sea continua. Para mostrar
que (3.54)es acotada se requiere que esta sea diferenciable, lo que nos lleva a una ecuacién
integro-diferencial’' definida como

% Para este apartado nos apoyamos en Burton, T.A. “Volterra Integral and Differential equations. Department of
mathematics Southern Illinois University Carbondale, Illinois. Second Edition. El Sevier 2005. Cap1
70 Idem. “Muchos resultados pueden obtenerse con supuestos mds débiles”

! Apliquese la diferenciacién bajo el signo integral. Ver en Apostol, T.M. “Analisis Matemadtico”. Edit
Reverté.1972. pp 212-213
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x')y=f'@®)+ gt t,x(t))+ '[ 8,(t,s,x(s))ds (3.55)

0 . .
Donde g, denota a—g , lo anterior se puede expresar de forma mas general’>

t

x'(t)=h(,x()+ I F(t,s,x(s))ds (3.56)
0
Por convencién (3.56) se puede escribir como
x (1) = ht, )+ [ F (2,5, x(s))ds (3.57)
0

Es importante hacer notar que si en (3.54) f es diferenciable y si g es independiente de t, la
diferenciacion en (3.54) [8] produce una ecuacién diferencial ordinaria, como la que sigue

x'(t)=f'(t)+g(t,t,x()) (3.58)
x'(1) = G(t, x(1)) (3.59)

Para regresar de (3.59) a (3.54) simplemente integramos

x(t)= x(t0)+IG(s, x(8))ds (3.60)

Ty

Por otro lado para revertir el proceso de (3.54) a (3.55) integramos (3.55) y cambiamos el
orden de integracion

[x(s)ds =] f(s)ds+ [[g(t,t, x(0) +] g, (2,5, x(s))dsds

0 0

x()= f(0)+ j%[j[g(t, 5, x(s)ds)ds

x(6) = f(0)+ ] g(t,5,x(s)ds

72 ., . 2
Notacién para un vector X(X,,X,,...,X,)y una matrizA nXn. La norma de X serd de manera usual

Ax|

|X| = max, |xl.| . Mientras que |A| , significard que SUP)<y
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Un procedimiento para estudiar (3.54)es analizar los resultados estindar para (3.59) y
entonces desarrollar paralelamente resultados para (3.54) o para (3.56) B,

3.2.1) Relaciones entre ecuaciones integrales y diferenciales

Muchas ecuaciones diferenciales se pueden expresar como ecuaciones integrales, sin embargo
lo contrario es falso. Una ecuacién de n-ésimo orden

x"(t) = ft,x,x,.,x"") (3.61)

Se puede expresar como un sistema de n ecuaciones de primer orden y después integrar. Como
ejemplo, six™(¢) = f(t,x,x"), tenemos que x = x, y x'=x,= x, , entonces x () = x,= f(t,x,,x,),
por lo que el sistema de dos ecuaciones de primer orden serd

Hu
X2 f(t’xl’xz)

En general si, xe R", tenemos que
x'(t)=G(t,x(1)), x(t,) = x, (3.63)

es un sistema de n ecuaciones de primer orden con condiciones iniciales (Ilamado problema de
valor inicial) y expresado como

x()=x(,)+ I G(s,x(s))ds (3.64)

es un sistema de n ecuaciones integrales. Para efectos de resolver el sistema no es relevante
como se exprese: como ecuaciones integrales o diferenciales. Es cuestion mas bien de

renombrar variables. Por otro lado si ne Z*, fe C""' en [¢,,T) y ges continua, tenemos que
por ejemplo

x()=f@)+ J. (t—s)" g(s,x(s))ds (3.65)

representa una ecuacion diferencial de n+1 orden. Por ejemplo si n =2, entonces

3 Burton, T.A. “Volterra Integral and Differential equations. Department of mathematics Southern Illinois
University Carbondale, Illinois. Second Edition. El Sevier 2005. pp. 6
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x(6) = f(0)+ [ (t=5)* g (5, x(5))ds
xX(t)=f1(t)+ J. 2(t—s5)g(s,x(s))ds
X0 = £+ [ 28 (s, x(s))ds

Al derivar una vez mas
X)) = (0 +2g(@,x(1))
Esta ultima resulta ser una ecuacion diferencial de tercer orden. Notar que
x(ty) = f(ty), x(1y) = f(ty) yx"(1,) = f (%)

por lo que (3.65) representa un problema de valor inicial y si g es localmente Lipschitz en x,
se esperaria una solucién tnica. Como se ha mencionado mds arriba, (3.65)representa un

problema de valor inicial de orden n+1, sin embargo esta no es la Unica forma posible para
este problema. Un ejemplo aclara lo anterior. Sea

t
x() =1+ [[~4+€ ™ Ix(x)ds (a)
0
Al diferenciar encontramos una ecuacion diferencial de primer orden (EDPO)

xX(t) ==3x(t) - j. e "Vx(s)ds (b)

0

Si multiplicamos por ¢’

t
x'e =-3xe' —e' I e "x(s)ds
0

x'e' =-3xe' — .[ e’ x(s)ds
0

Al diferenciar nuevamente
x7e +x’e =-3xe' —3x¢ —xé'

xe =—4xe' —4x’€

por lo que

64



X +4x+4x=0 (c)
que posee como solucién general

x(t)=Ce™ +C,te™ (d)

de esta manera [d] satisface [a] con dos soluciones linealmente independientes. Calculamos

x(t)=-2Ce™ +Ce ™ —2C,te™

x(0)=-2C, +C, @)
Sien (b) x(0) =-3x(0) que al combinarse con (d)
x=-3 [Clefz’ + Cztefz’} - j e [Clefz“' +C,te™ ] ds
x(0) =-3x(0) =-3C, 0
entonces usando el resultado en (d")
-2C,+C, =-3C,
C,=-C
por lo anterior
x(t)=Ce” —Cte™ (e)

es la solucion de (b) y como C, es arbitraria, (b) Unicamente una solucion lineal independiente.

Para terminar, tenemos que (a)
x(0)=1+0=1
Que si se aplica a [e] encontramos que C, =1. Finalmente

x(t)=e* —te™

que es la solucioén tnica de (a).

Ahora vamos a considerar el problema inverso para ecuaciones lineales, especificamente el
caso cuando n=2. Sean a(t), b(t) y f (¢t) continuas en el intervalo [0,7) y

X +a(t)x+b(t)x = f(2)

, (3.66)
x(0)=x, x(0)=x
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La transformacién de Liouville’* transformard (3.66) en

u’=—cu+h()
u(0)=u, u(0)=uyu, (3.67)

Con c(t) y h(t) continuas, si integramos (3.67) en el intervalo [0,¢], dos veces; obtenemos
primeramente

u=u — j c(u(s)ds + j. h(s)ds
0 0
Un segundo proceso de integracion nos lleva a
u(t) =u, +ut— j _v[c(s)u(s)dsdv + j _v[h(s)dsdv
0 0 o 0
por otro lado, considerar que la integral

J=

[SY .

j.c(s)u(s)dsdv
0

es calculada sobre la region delimitada por el tridngulo (ver gréifico 5)
v

(b s

Gréfico 5

T Logan, J. David, Applied Partial Differential Equations, Springer-Verlag, New York 1998. El ejercicio 1 pagina
30 dice: Mostrar que la ODE y“+p(x)y=4¢g(x)y =0 puede ser transformada en una ecuacién tipo Schrédinger

u+r(x)u=0 con r=g-p72-p°/4sin ninguna derivada primera por medio de la transformacién de

Liouville u = exp(éj. p(E)dE . La solucién es como sigue: se calcula u”

u= (exp(ﬂ.p(f)dfj[y'%p(x)y%y(% p'+ip2)]. Al restar u( p'+%p2), y sumar uqg(x) e igualar a

cero tenemos: u” —u($ p++ p>)+uq(x) =0, reordenando encontramos 1 +r(x)u = 0.
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Al intercambiar el orden de integracién

t

J = j j c(s)u(s)dvds =j (t — $)c(s)u(s)ds
0

0 =
y ademds si H (¢) =.[ .[h(s)dsdv finalmente tenemos que
0 0

u(t) =u, +u1t—H(t)—j(t—s)c(s)u(s)ds (3.68)

El proceso anterior también nos permite pasar de una ecuacién integro diferencial como

xX(t)=h(t,x@))+ I F(t,s,x(s))ds (3.69)
0

t

auna como x(¢) = f(t)+ I g(t,s,x(s))ds por integrar en [0,7) e intercambiar el orden de
0

integracion y asi obtener

x() = X(0) + [ [A(s, x()) + [ F (w5, x(5))dulds (3.70)
0 s
bajo condiciones adecuadas de continuidad.

Considérese ahora el problema de transformar una ecuacion diferencial escalar lineal general en
una ecuacion integral. Vemos que f(¢) y a,(?),...,a,(¢) son continuas sobre [0,7") (cierto

intervalo) en

X +a, (t)x" "+ +a,()x=f(t) (3.71)
Con x(0), x7(0),...,x"""”(0) condiciones iniciales dadas, y el conjunto,
x" (¢) = z(t) , tenemos que

X"V (1) = x"7(0) + j 2(s)ds

K" = x"(0) + "7V (0) + J. (t=s)z(s)ds

0

(t-s)’

X" = x"V(0) + " 2)(0)+2 X" (0) + j 2(s)ds

(3.72)

nfl _ (n—1)
x(1) = x(0) + 1x'(0) + .. +( X" (0)+ j( ) z(s)ds

(n=1)
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al sustituir x(#)y sus derivadas en (3.71) obtenemos una ecuacion integral escalar para z(r).
Sin embargo no todas las ecuaciones integrables son reducibles a una ecuacién diferencial, por
ejemplo sea f(¢) continua y diferenciable y sea

x() = f(t) +j[sm(t—s)]x(s)ds (3.73)
0

Al diferenciar obtenemos’
XM =f(t)+ j[Cos(t —8)]x(s)ds + Sin(t —t)x(t) — Sin(t —0)x(0)(0)
xX()=f()+ j[COS(t —5)]x(s)ds
al hacerlo una vez mds
X)) = f)+ j [Sin(s —1)]x(s)ds + Cos(t — 1) x(t) — Cos(t)x(0)(0)
X (1) = )+ x@t)+ j [Sin(s —1)]x(s)ds

Como puede observarse no se puede reducir a una ecuacion diferencial ordinaria. Podemos

decir que muchas ecuaciones integrales no son reducibles a una ecuacién diferencial ordinaria
. . . . . . 176

debido a que la integral construye una memoria no presente en la ecuacion diferencial .

3.2.2) Algunas Conexiones entre ecuaciones diferenciales ordinarias (EDQO) y las EIV
Buscamos ahora entender la conexién entre las EDO y las ecuaciones de Volterra (EV).
Conociendo algunas propiedades de las EDO estamos en posibilidad de entender un poco

acerca de las propiedades de las EV. El siguiente ejemplo ilustra ahora la situacién en donde
una ecuacion integral escalar es reducible a una EDO. Sea

X'= Ax+ j Be "x(s)ds A,Be R (3.74)
0

Integramos (3.74)

s Apostol, T.M. “Andlisis Matematico”. Edit Reverté.1972. pp 212-213

76 . ~ <z
Un aspecto importante del enfoque presentado por Burton 2005 es el que sefiala que aunque una ecuacién

diferencial de primer orden puede ser considerada elemental, cada una de ellas se refiere a una ecuacién escalar

integral (lo contrario no siempre es cierto)
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xX'=Ax+ J. Be "V x(s)ds
0
x= Aj x(s)ds + x(0) + j B j ¢ x(s)dsdy
0 0 0

x = x(0)+ Aj x(s)ds + j Bj e x(s)dvds
0 0 s

x=x(0)+ I Ax(s)+ BJ. e_(’_s)x(s)dv}ds

x=x(0)+ I A+ BJ. e_(’_“dv}\(s)ds
0 K

Ahora, si C(t—s)=A+ BJ. e "dv tenemos que

x = x(0) +'[C(t—s)x(s)ds (3.74)

De otra manera si en (3.74) multiplicamos por ¢’ y diferenciamos

xe = Axe' + BIesx(s)ds
0
x7e'+xe = Axe’ + Axe' + Be'x
x7e +[1-Alx’e +[-A—Blxe' =0
finalmente

X +ax+fx=0 (3.74")

Como otro ejemplo vamos a resolver la ecuacién diferencial
xX=A(t)x+B(1t) (3.75)

esto es, vamos a encontrar la solucién general de una ecuacién diferencial de primer orden
. < o . 77
lineal. De acuerdo al método de variacién de pardmetros

7 Recordar que una ecuacién diferencial de la forma y'(x)+ p(x)y(x) = f (x) tiene como solucién

y(x)=cExp [—j p(x)dx] + Exp [—j p(x)dx] I[Exp[j p(x)dx]] f(x)dx
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i[xExp[— j A(s)ds] | = B(t)Exp[—J. A(s)ds]
dx "

fy

xExp {—j A(s)ds] = j Exp[—j A(u)du]}B(s)ds +c (3.76)

fy fy

lo

x=Exp l:.[ A(s)ds} {j l:Exp[—j A(u)du]]B(s)ds} +cExp l:j A(s)ds]

Iy Iy fy Iy
t

x= J{Exp[ A(u)du]}B(s)ds +cExp [j A(s)ds}

) fo

six(t,)=c

xX= j{Exp[j A(u)du]}B(s)ds + x(t,) Exp l:j A(s)ds] (3.77)

Iy Iy

por ejemplo, si A es una constante y ¢, =0
Z(t)=Exp[At]  Z(t—s)=Exp|[A(t—s)] (3.78)

finalmente

x(t) = Z(t)x(0)+j.Z(t—s)B(s)ds (3.79)
0

donde Z(t) es la solucion al sistema x= Ax, x(0)=1.El resultado en (3.79) puede verse
como un intento de generalizar (3.74) . Consideremos ahora la ecuacion escalar

xX(t)=—Ax(t)+ j C(t,s)x(s)ds+ f (1) (3.80)
0

con A constante, C continua para 0<s<t<ooy f continuaen 0<t<oo.
Proposicion 3.2.2.1 Sea A>0. |f()|<M y _“C(t, s)|ds <mA en el intervalo 0 <t <o donde

0<m<1lyM >0, todas las soluciones de (3.80) son acotadas’®.

En general en caso de que A se incremente y C disminuya la estabilidad se incrementa. Para
ilustrar lo anterior, supéngase que A es constante y C(t—s) el kernel, entonces para la

ecuacion integro diferencial

78 .. .o ..
Ver demostracién en la siguiente seccién.
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X(t) = —Ax(t) + j C(t - 5)x(s)ds (3.81)
0

todas la soluciones son acotadas. Si x(7) es solucién y re R", entonces x(t) =¢"y define una

funcién y tal que esta tiende a cero tan rapido como lo hace ¢ . De acuerdo a lo anterior al
derivar x(¢)con respecto a ¢ tenemos

xX(@t)=re"y+e"y

al sustituir x(zr)=e"y en (3.81)
t
X()=—Ae"y + j C(t—s)e” y(s)ds
0
re"y+e"y=—Ae"y+ J. C(t—s)e" y(s)ds
0

e"y=—[A+r]e"y+ J. C(t—s)e" y(s)ds
0
volviendo a x(r)=e"y, dado que lim y =lime ™™ =0 y es acotada. Ahora
y=—[A+r]y+ j C(t—5)e" ™ y(s)ds
0

donde A —>[A+r]y C(t—s)— C(t—s5)e”"™ lo cual cumple con 3.2.2.1.

Proposicion 3.2.2.2 Sea f una funcién vectorial en [0,e0) con |f (t)| <M,y supdéngase que
1
D(t,s) es una matriz nxn continuaen 0<s<¢t<0.Para m<ly J.|d(t,s)|ds <men 0<t<oo

0
todas las soluciones de

x(t)=f(t)+.|. D(t,s)x(s)ds (3.82)
son acotadas.

Proposicion 3.2.2.3 Sean C(r) y f(¢)funciones escalares en 0 <t <oo y supdngase que
existen A,B y & constantes con

|f@®|<Ae™ y |C)|<Be™
si a—B= >0 ysi x(t) es cualquier solucion de
x(t) = f(O)+ j C(t—s)x(s)ds (3.83)
0
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Entonces |x(t)| <Ae™” por lo tanto todas las soluciones de (3.83) son acotadas

Demostracion

Sea |x(1)| < Ae™ ™ + J. Be "™ |x(s)|ds al multiplicar por *
0

e x(t) < A+ [ Be® [x(s)|ds
0

y por la desigualdad de Gronwall

1

Bd.
e” |x(t)| < Ae° s

e” |x(t)| < Ae”™

|x(t)| < AP = Ae”
Finalmente
|x(1)] < Ae™” (3.83)

Para finalizar esta seccion, mostraremos algunas propiedades de las ecuaciones de Volterra.
Especificamente usaremos una ecuacion escalar de tipo convolucién para tal propdsito. Sea la
ecuacion

x(t) = f(t)+jC(t—s)x(s)ds (3.84)
0

endonde C™(¢) y f“ (t)son continuas en [0,).

Proposicion 3.2.2.4 Si C(t)satisface una ecuacion diferencial homogénea de n-ésimo orden
con coeficientes constantes, entonces (3.84) [38] puede ser reducida a una ecuacion diferencial
de n-ésimo orden con coeficientes constantes.

De acuerdo a lo anterior, las propiedades de estabilidad de (3.84)se determinan por la

localizacion de ceros de un polinomio. Aunque no es posible encontrar las raices en el caso
general, el criterio de Routh-Hurwitz permite decidir si estas caen en el semiplano izquierdo.
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Teorema 3.2.2.1. Todas las raices caracteristicas de un polinomio real

a'+ad " +a," +..+a, =0 (3.85)
. . . ) a, a,
tienen parte real negativa siy solosiD, >0, k=1,2,3,...,n donde D,=qa, D, = 1
a,
a, a; das Ayp-i
1 a, a, . . . a4, _,
0 a, a; Ari-3
0 1 a, . . . Ay, .
0 0 a . . . oa,. con a; =0 para j>n
D, = 0 1 B S
0 0
0 a,

de lo anterior se sigue que a, y a, deben ser ambos positivos en orden de que

& +aa+a, =0 (3.86)

. .. .79
satisfaga el criterio .

Para el caso de n =3las raices caracteristicas de

& +ad’ +a,0+a, =0 (3.87)

tendréan todas parte real negativasi D, >0, D, =a,a, —a, >0 y si

a a, 0
D,=|1 a, 0O|=aaa,—(a,)’>0
0 a a

dado que D, =a, >0, D,>0 entonces a, y a, deben ser ambos positivos. De no ser asi nos
enfrentarfamos una contradiccién. Si a, <0, al dividir D, por a,,a,a,—a, <0. Por lo tanto
diremos en conclusidén que las raices caracteristicas de (3.87)tienen parte real negativa si y
solosi a, >0, parai=1,23y a,a, >a,.

4
= =aa,—a,>0,a,>0
1 a,




Para mostrar lo expuesto en 3.2.2.4, supéngase que C(¢) satisface la ecuacién diferencial
lineal ordinaria homogénea

C’t)+C@)=0 (3.88)

Si diferenciamos (3.84) dos veces
X ()= f1(t)+CO)x)+ j C(t—s)x(s)ds
0

X(@®)=f7)+C0O)x(2)+C(0)x(z)+ j C7(t—s)x(s)ds
0

Si sumamos esta dltima ecuacién a (3.84)
xO)+x"@)=f@)+ )+ COX()+C(0)x(r)+ '[ C(t—s)x(s)ds+ j C”(t—s)x(s)ds (3.89)
0 0

para continuar sustituimos (3.88)en (3.89)
x(O)+x"O)=f@O)+ )+ CO)x(t)+C(0)x(r)— j C(t—s)x(s)ds+ j C7(t—s5)x(s)ds

X(O)+x7(0) = fF@O)+ f (1) +COX (D) +CO)x(r)  (3.90)
reordenando

X)) - CO)xX () +[1-C(O)]x(2) = f (1) + [ (1) (3.91)
La ecuacién (3.91) tiene ecuacién homogénea asociada

X(1) = CO)x (1) +[1-C(0)]x(t) =0 (3.92)

Asumiendo que x,(¢) y x,(f) son soluciones linealmente independientes (L.I.) de (3.92) y que
x, (1) es una solucion particular de (3.91), entonces podemos expresar la solucion de (3.84) en

el intervalo [0,o0) como
x(t) = kx,(t) + k,x,(t)+ x, (1) (3.93)

3.2.3) Soluciones y comportamiento de las soluciones de una EIDV

La solucion de una ecuacion integral e integro diferencial de Volterra como lo expusimos en la
seccion anterior tiene conexion con las EDO. La solucién de una EDO lleva a una ecuacion de
Volterra. Tal fue nuestra propuesta siguiendo a T. A. Burton al inicio de esta seccion. Cerramos
esta seccion con la dicotomia EDO-EIDV, que engloba lo visto en el capitulo III. Primero,
revisamos la solucién de una EDO (i), y en seguida con los elementos para el andlisis de
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estabilidad de soluciones de las EDO. En una segunda parte nos ocuparemos de los elementos
para el andlisis de estabilidad de soluciones de las EIDV (ii).

Solucion de una EDO

Encontrar la solucion de la ecuacion diferencial lineal

n n—1

d'y
+a,(x
dx" (%)

Y
dxnfl

+..+ta,(x)y=F(x) (3.94)

con coeficientes continuos «,(x),i =1,2,...,n y condiciones iniciales
y(0)=C,,y(0)=C,..y" " (0)=C,, (3.95)

es equivalente a solucionar determinada ecuacion de Volterra. Lo anterior puede demostrarse
para el caso de una ecuacion diferencial de segundo orden

d? d
Y a0+ a,(x)y=F(x) (3.96)
dx dx
y(0)=C,, y(0)=C, (3.97)
Supongase que
d2
dxf =¢(x) (3.98)

Integrando sucesivamente y de acuerdo a la ecuacién (3.97) encontramos
? =gt +C,, y=[(x=Dgt)dt+Cx+C, (3.99)
X 0 0

La férmula de integracion sucesiva es

X

[x=2"" f(2)dz

X0

j. dxi dx...j£ f(x)dx =

o

(n—1)!

Al sustituir (3.98) y (3.99) en (3.96) obtenemos

o(x)+ jﬁ a (xX)P(t)dt + Cq (x)+ j£ a, () (x—1)P(t)drt + C xa, (x)+ Cya, (x)=F(x)
0 0

reordenando
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o(x)+ j[al (x)+a,(x)(x=0)]p(t)dt = F(x) - Cia,(x)—[C, + Cx]a,(x) (3.100)
0

Si ahora
K(x—=t)=—a,(x)+a,(x)(x—1)] (3.101)
f(x)=F(x)-Ca,(x)-[C,+Cx]a,(x) (3.102)

por lo que la ecuacién (3.100) se toma la forma de
9(x)= [ K(x=0)g(t)dt + f (x) (3.103)
0

esto es, una ecuacion integral de Volterra de segunda clase de tipo convolucion. La existencia
de una solucidn unica para la ecuacion diferencial (3.96) que satisface las condiciones iniciales
dadas por (3.97)se obtiene de resolver la ecuacién integral (3.103) con K yf determinadas
por las ecuaciones (3.101) y (3.102) seguido de sustituir la expresion final de ¢(x)en y de la
ecuacion (3.99).

De manera reciproca, la existencia de un solucidn tnica para la ecuacién (3.103) viene de la
existencia y unicidad de la solucién del problema de Cauchy (3.96)-(3.97), para la ecuacion
diferencial lineal de coeficientes continuos.

Elementos para el analisis de estabilidad de soluciones de las EDO

No solo es importante conocer la solucién especifica del problema de Cauchy sino ademas el
comportamiento de la solucion al variar las condiciones iniciales y al variar el argumento.
Atenderemos esto de acuerdo a la teoria de la estabilidad” de una solucién. Las
demostraciones se remiten al apéndice o a la bibliografia.

Supdngase el sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales que modela cierto
fendmeno

dy, :
—L=f(t,y,-y,) (=L.,n
; f.(t,y50),) ( )

(3.104)
Yi(ty) =y, (i=1...n)
Las condiciones iniciales son resultado de mediciones de lo cual se puede alegar cierto grado

de precision. Si los valores iniciales sufrieran pequefios cambios y estos a su vez llevaran a
modificar de manera importante la solucidn, tal sistema debe desecharse puesto que no describe

89 En este caso nos limitaremos a lo expuesto en Bugrov, Ya. S. y Nikolsky S.M. (1985). Matemdticas
Superiores. Editorial Mir. Moscu. Para las demostraciones a los teoremas 1 y 2 consultar la obra citada. Daremos
algin detalle sobre el tema en el apéndice correspondiente.
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él fendmeno en cuestion. Resalta entonces el hecho de conocer aquellas condiciones iniciales
en las que pequefios cambios en los valores iniciales, conllevan a una minima variacién en la
solucién del sistema. En tal situacion apelamos al teorema de existencia y unicidad.

Teorema 3.2.3.1. (dependencia continua de la solucién de las condiciones iniciales)
Si el segundo miembro de la ecuacién diferencial

Q: f,y) (3.105)
dt

es continuo también respecto a la variable y tiene la derivada parcial acotada ‘ fy‘ <N enun

rectdngulo D={t,—a<t<t,+a,y,-b<y<y,+b}, entonces la solucién de la ecuacién
(3.105) y(t)=y(t.t,,y,) que satisface la condicion inicial y(z,) =y,, depende continuamente

de los datos iniciales. De forma mds exacta significa que, para todo valor £>0 existe un
nimero &> 0 tal que si |y, — ¥,| <&, entonces

|Y(t.10, 90) = ¥(t:10, 5| < € (3.106)
cuando

lt,~1|<T.T <T,, T, =min{a, L, &

M = max|f(t,y)|

(t,y)eD

Donde si se cumplen las condiciones establecidas en el teorema se habla de que el problema ha
sido planteado correctamente. Esto seria el caso de la estabilidad de la solucién para un
intervalo pequefio para t. Si ahora el argumento f€ [t,,o0) toca a la teoria de la estabilidad

decir si la solucién depende o no de los valores iniciales. Antes de pasar al teorema 2 revisemos
la siguiente definicion.

Definicion.- Supdngase que (p(t)={(p1(t),...,(pn(t)} es la solucion del sistema (3.104). La

solucién ¢@(t) del sistema (3.104) se llama estable segiin Liapunov
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b Grafica 1

si para todo valor de &>0existe >0 tal que para una solucién cualquiera
y(t) = { (@), ¥, (t)} de este sistema, cuyas condiciones iniciales satisfacen las desigualdades

|yt - <8 (i=L...n) (3.107)
sean validas las desigualdades
|yt - <€ (i=1...n) Vie[t,) (3.108)

Decimos que la solucién @(t) es estable segtin Liapunov si las soluciones proximas a ella de
acuerdo a las condiciones iniciales permanecen proximas también para los valores 721,
(Gréfica 3.1). Pero si ademds de estabilidad segin Liapunov se tiene que

lir2|yl.(t)—(pl.(t)|=0 (i=1,..,n) (3.109)

La soluciéon se dice ser estable asintoticamente. Sin embargo de(3.109)no se deriva la
estabilidad segun Liapunov.

La investigacion de la estabilidad segin Liapunov de la solucién arbitraria
(p(t):{(pl(t),...,wn(t)} del sistema (3.104)puede reducirse al andlisis de estabilidad de la

solucion trivial (x,(f)=0) de otro sistema. De acuerdo a (3.109) redefinimos el sistema
(3.104) de la siguiente manera

x®)=y,t)-@@) (=1..n) (3.110)
de lo anterior es facil deducir que

D _dy A9

dt dt dt

De esta manera el sistema (3.104) se define como
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%zfi[t,xl +0,(t),. x, + @, (D= £, (D),....0,(0)] (i=1,...,n) (3.111)

Asi, el sistema (3.110) tiene la solucion trivial
x, (=0 (i=1,..,n) (3.112)

Lo anterior se puede resumir en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.3.2.

La soluciéon ¢(¢) ={(p1 ®),....0, (t)} del sistema (3.104)es estable segun Liapunov (es estable

asintoticamente) si y solo si es estable segun Liapunov (es estable asintticamente) la solucion
trivial (punto de reposo) del sistema (3.110).

Dicha solucién tiene la propiedad de que el punto (x,(?),...,x,(¢)) es invariante al cambiar ¢,

esto es, queda en el lugar. En tal caso la solucién (3.111)y el punto (0,...,0) se conocen como
punto de reposo.

Las condiciones de estabilidad, en lo que se refiere al punto de reposo
x,(t)=0 (i=1,...,n)consisten en lo siguiente: el punto de reposo x,(t)=0 (i=1,...,n)del
sistema (3.110) es estable segin Liapunov si Ve > 0,3(¢€) > 0 tal que de la desigualdad

lx.(t)| < 8(e) (i=1,...n)
resulta en
|x.(t)| <€ (i=1..,n),Vt21,

En otras palabras, una trayectoria, cuyo punto inicial se encuentra en cierto J -entorno del
origen de coordenadas, para t >, no queda fuera de los limites de un & -entorno arbitrario del

origen de coordenadas. En particular nos referimos a entornos rectangulares, sin embargo se
puede pasara a los esféricos, lo cual facilita el trabajo con la forma vectorial de notacién de la

solucién x(r) = {x1 ),....x, (t)} :

st < 860y = st < s = [

Elementos para el analisis de estabilidad de soluciones de las EIDV

Empezaremos el andlisis de la estabilidad para una EIDV de tipo convolucién, con el siguiente
sistema
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X = Ax +j C(t,s)x(s)ds (3.113)

en el cual Aes una matriz nXn cuyas raices caracteristicas poseen parte negativa real y
C(t,s)una matriz nXn de funciones continuas para 0 <s <f<oo. Las soluciones al sistema
anterior son acotadas, esto es

T|x(t)|dt<oo

0

dicho de otra manera, xes L'[0,) bajo condiciones menos restrictivas que las requeridas para la
estabilidad asintética uniforme. Pero para el caso de convolucion

x’=Ax+jD(z—s)x(s)ds (3.114)
0

con D(t)continua en [0,o)y A una matriz constante nXn, entonces
[ID@)|dt <oy [|x()|dt <o (3.115)
0 0

es equivalente a la estabilidad asintética uniforme (EAU) de (3.114). Lo anterior se resume en
el siguiente teorema.

Teorema 3.2.3.3. Si cada soluciénx(r) de (3.114) en el intervalo [0,0) es LJ0,c0),

siD(t)es L'[0,%0),y si Aes una matriz constante nxn, entonces la solucién cero de (3.114) es
uniformemente asintéticamente estable.

Prueba

Si Z'(t)= AZ(t)+ j D(t—$)Z(s)ds, entonces Z(t)es L[0,).

Supéngase que si @:[o,t,] - R"es una funcién inicial continua y ¢(¢)=x(t,), entonces
x(t,¢)denotara la solucién en [f,,o). De manera equivalente se pude referir a dicha solucién

como x(t,1,,¢). La solucién x(¢) = Oes la solucién cero.

Sea x(t,t,,¢) la solucién de (3.114) en[t,,o0). Al sustituir
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x'(t, t,,9) = Ax(t,t,,0)+ .f D(t—s)@(s)ds + j D(t—s)x(s,t,,9)ds

Ty

x(t+ ty,ty,9) = AX(t +1,,t,,0)+ JO' D(t+1t,—s5)P(s)ds + J' D(t—=s)x(t, +s,t,,9)ds

Ya que la integral de convolucién debe iniciar en cero. Es claro que si #, =0 regresamos a la
ecuacion(3.114). Lo anterior también puede expresarse de la siguiente manera.
Seax(t+1,,t,,¢) la solucion de la ecuacion integro-diferencial

x'=Ax+.[D(t+tO —s)¢(s)ds+.[D(t—s)x(s)ds (3.116)
0 0
Si ahora y=x(z,t,,¢) con condiciones iniciales y(0)=x(,,t,,9) = ¢(t,) y ademas

F() :_fD(HtO —5)P(s)ds (3.117)
0

Reescribiendo la ecuacion escribimos
y =Ay+ '[ D(t—s)y(s)ds +F(t)
0
y al resolver por variacién de pardmetros de la misma manera que lo hicimos para (3.75)

¥(1) = Z(D)9(1) + | Z(1 = $)F(s)ds

Si sustituimos y=x(t +1,,t,,9)

X(t+1,,t,,0) = Z(t)¢(t0)+j.Z(t—s){r D(s +t, —u)¢(u)du}ds

(3.118)

X(t+1,,t,,0) = Z(t)¢(t0)+j.Z(t—s){r D(s+u)o(t, —u)du}ds

Para poder concluir acerca de la estabilidad de las soluciones de una EIDV, debemos enunciar
algunas propiedades en L[0, ).
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Definicién de L[0, <o)
El espacio L[0,0) esun espacio normado, esto es,

L'[0,00) = { f /1 f es medible y | f |es integrable}

con norma || f || = T| f (x)| dx.Si f es medible y | f | es integrable , entonces converge.
0

Convergencia en [/

Sea { fn}”21 una secuencia la cual convergeen L’a f(1<p<).Si f, € L” y fe L’, entonces

f,-f'=0

lim
n—oo

Los mds importantes casos de convergencia son cuando p=1,2.Si p =1, entonces

f,-fl=0

lim
n—oo

L
con f,e L'y fe L.Demanera alternativa la convergenciaen L se escribe f, —— f.

Proposicién 3.2.3.1. Para todo f e L'[0,) y ge L[0,), el producto fge L[0,%) y

el <[], el

De la definicién de L € [0,0) y de la desigualdad de Holder
[lais <151 L)

por lo que para todo f € L'[0,00) y ge L'[0,00) se tiene
(ﬁg>=Dfunxwux

Que es el producto interno definido en L'[0,0). Si una de las funciones se anula en casi todas
partes, (f,g) es nula en asi todas partes. La desigualdad de Holder se cumple en forma trivial.
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Teorema 3.2.3.4. (De convergencia dominada de Lebesgue®')

Sea (X, B,m) un espacio medible y sea f(x):R — R, una funcién medible en X . Por otro
lado sea s(x) un funcién medible e integrable no negativa, que se dice domina a f(x) siempre

que | f (x)|§s(x) para casi cualquier x en X . La funciéon s(x) serd dicha a dominar la

secuencia {f, (x)}l N ={1,2,3,...,} con tal que esta domine cada f,(x) en la secuencia. De

neN °

esta manera si la secuencia { f, (x)}neN de funciones medibles de variable real en X es

dominada por una funcién integrable, entonces

[timin £, (x) <Timinf [ £,(x)

Ilim supf, (x) = limsup I f,(x)

Por lo tanto, si lim, ,_ f, (x) existe para casi cualquier x en X , entonces

Jlimf, v =1im [ £, )

Podemos ahora concluir respecto al Teorema 3.2.3.3. Sea A una matriz constantenxn y Z(t)

es L[0,o0), entonces AZ(r) es L[0,o0). De manera similar si f y ge L[0,e), la convolucién®

Tf(t—s)g(s)dse L0, o)
0

Por lo que .[D(t —5)Z(s)dse L[0,%) y en consecuencia Z'(t) € L[0, ).
0

Como Z'(t)e L[0,0) la funcién Z(t)e L[0,). El Teorema de convergencia dominada de
Lebesgue (TCD) requiere que Z(t) que esté acotada en L'[0,o0) por funciones integrables fijas.
Es claro que Z(t) en L[0,c0) estd acotada tinicamente por cero (Ver Teorema 3.2.3.5. caso b).

De esta manera la integral de convolucién de una funcién en L[0,%) con una funcién que
tiende a cero como ¢ — oo es una funcion que tiende a cero como ¢ — oo. Por lo tanto

81 Goodner Dwight B. A converse to Lebesgue dominated convergence theorem. Florida State University. 1965

82 La desigualdad de Holder para la integral de convolucién. Ver Teorema de Fubini
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Z'(t) = AZ(t)+ j D(t—5)Z(s)ds — 0
0

como f —> oo,

Volviendo a (3.118), por TCD Z(#)¢(t,) — 0 independiente de ¢, . Para el segundo término de
(3.118),

jZ(t - s){.f D(s+u)p(t, — u)du}ds -0

cuando ¢ — oo (Teorema 3.2.3.4. y la desigualdad de Holder). Si asumimos que para >0 y
£>0, existe un 7>0, tal que si 7,20 vy |¢(t)| <n cuando ¢()e[0,7,], para
t—t, 2T entonces x(f+1,,1,,¢) =0 como t — oo independientemente de f,. Decimos que la
solucion cero presenta estabilidad asintética uniforme Lo cual completa la prueba.

El siguiente teorema® presenta un conjunto de argumentos equivalentes para la version escalar
de una EIDV.

Teorema 3.2.3.5. Sea A>0, D:[0,00) — (0,o0) continua, .[D(t)dt <oo, —A +ID(t)dt #0y
0 0

X(t) = —Ax(t) + j D(t—s)x(s)ds >0 (3.119)
0

Entonces los siguientes argumentos son equivalentes.

a) Todas las soluciones tienden a cero.

b) —-A+ T D(t)dr < 0.
0

¢) Cada una de las soluciones es L[0,co).

d) La solucién cero es (EAU)
e) La solucién cero es (EA)

Prueba

ly
a) Supdéngase que a) se cumple pero —A+ID(t)dt>0. Si se escoge un f, lo
0

suficientemente grande de manera que

TD(t)dt >A
0

83 Ver Teorema 2.6.2 en Burton, T.A. “Volterra Integral and Differential equations. Department of mathematics
Southern Illinois University Carbondale, Illinois. Second Edition. El Sevier 2005.
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y ademds ¢(t)=2 en [0,7,]. Exigimos que x(z,¢)>1 en [t,,o]. Si lo anterior no sucede,
entonces para f, con x(¢,)=1 la solucién x(¢)tiende a cero y por lo tanto x'(7,)<0. Al
sustituir en (3.119) x(#,) =1

X' (1) =—Ax(t,) + ]1 D(t, — s)x(s)ds
X(t)=—A +]D(s)x(tl — 5)ds
0
>-A+ ]. D(s)ds
>—A+TD(s)ds >0

El resultado es contradictorio. Asi a) implica b).
b) Sea
V :[0,00)XR" — [0, 0)

una funcion escalar, con primeras derivadas parciales continuas para toda x. V(¢,x) es una
funcién fuerte de Lyapunov para (3.119) si localmente es positiva definida, esto es, V(0)=0 y
V(t,x)>0 y V(t,x)<0 (la derivada euleriana)84 es localmente definida negativa Vxe B,(0). Si
existe una funcién fuerte de Lyapunov para (3.119)entonces la solucién cero es

asint6ticamente estable, en otras palabras cada solucién es L[0,0) . Definimos la funcién
candidata a Lyapunov como

V(t,x()) = x|+ [ [ D= s)dux(s)|ds
0t
Si x(t) es solucién de (3.119), entonces V (¢,x) es definida positiva por lo que
V(£ x()) =1+ [ D(—1)dulx(t)|~[ D(t = 5)|x(s)| ds
t 0

V(t,x(-)) < Al +TD(u —)du|x(t)| —j D(t—s5)|x(s)|ds + [ D(t = 5)|x(s)| ds
t 0 0

a—Vﬂ + +a—V dx, +a—V que es la derivada de V (¢, X) alo largo de las soluciones X()

V(%)=
ox, dt ox, dt ot
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Suponiendo que 0 < —A|x| + I D(t—5) |x(s)| ds,
0

V(t,x() = —A+TD(u —t)du}|x(t)|

1

Vit x() =] -A+ T D(u)du}|x(t)|
0

Si—a= —A+]OD(u)du, a>0
0
V(t, x()) = —a|x(t)

al integrar

0<V'(t,x() SV (1, 0) - j |x(s)ds]

)

Lo cual prueba que b) implica c). Del Teorema 3.2.3.4. y la desigualdad de Holder c) implica
d) y la estabilidad asintética uniforme implica estabilidad asintética por lo tanto d) implica e) y
la prueba esta completada.

Finalizamos el capitulo dirigiendo nuestra atencion hacia dos asuntos. El primero se refiere a la
estabilidad asintética de tipo exponencial. La cuestion es como sigue. Si se ha demostrado que
la solucién cero de (3.119) es estable asint6ticamente uniforme (EAU) ;Esto siempre implica

que es asintStica de tipo exponencial (ExAE)?® Murakami®® propone tres teoremas para
responder dicho planteamiento en base al andlisis de una EIDV como (3.119) .

Teorema 3.2.3.6. (Murakami 1) Supdngase que

oo

j |D(1)| e dt < oo (3.120)

0

para la constante ¥ > 0. Si la solucidn cero de (3.119) es EAU, entonces es EXAE.

8 Appleby D.A. John y Reynolds W. David, Subexponential solutions of linear integro-differential equations and
transient renewal equations. Proceedings of the Royal Society Edinburgh, 132 A, 512-543, 2002. El problema fue
planteado originalmente por Corduneanu, C. y Lakshmikantham, V. Equation with unbounded delay: a survey,
Nonlinear Analysis 4, 831-877, 1980.

8 Murakami Satoru, Exponential asymptotic stability of scalar linear Volterra equations, Differential Integral
Equations 4, 519 525, 1991.
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Teorema 3.2.3.6. (Murakami 2) Supéngase que D(t)e L'[0,0) y que no cambia de signo en
[0,00). Si |X (t)| < Ke”,te [0,) para algunas constantes positivas K y a, entonces existe una

constante ¥ >0 tal que (3.120) se cumple.

Teorema 3.2.3.7. (Murakami 3) Supéngase que D(t)e L'[0,%) y que no cambia de signo en
[0,00). la solucién cero de (3.119) es EAU, entonces los siguientes tres argumentos son
equivalentes

1) La solucién cero de (3.119) es EXAE;
ii) |X (t)| < Ke”,t >0, para algunas constantes positivas K y «;

iii) .[|D(t)| e”dt < oo para la constante positiva y>0.
0
El segundo asunto es considerar cuando el inciso b) del Teorema 3.2.3.5. y el iniciso iii) del
Teorema 3.2.3.7. no se cumplen. Al considerar tales alternativas completaremos tales teoremas

y concentraremos los resultados mds importantes para facilitar su aplicacion.

De acuerdo a Appleby y Reynolds existe amplia literatura® que estudia el comportamiento
asintotico de las soluciones de una EIDV como (3.119)

X (t)=—Ax(t)+ j D(t—s)x(s)ds

una ecuacion escalar de tipo convolucidn. Si se supone que A >0 y D(¢) continua, integrable

y positiva, se dice que x(z) es C" y no cambia de signo. En tal caso si
A> j D(t)dt
0

los siguientes argumentos se pueden sustentar (Appleby et al.) (teorema 2.6.2 Burton)
(Teorema 3.2.3.5.)

1) Cada solucion x(¢) de (3.119) converge a cero como ¢ — 0.
ii) Cada solucién x(¢) de (3.119) estden L[0,o0).

1ii) La solucién x(r) =0 de (3.119)es EA

iv) La solucién x(t) =0 de (3.119) es EAU

En el Teorema 3.2.3.5. si se cumple la condicién

—A+J.D(t)dt <0
0

87 . .. . e .
Los trabajos aqui citados y sus respectivas bibliografias son una muestra de ello.
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a) implica b) y la solucién cero de (3.119) es EAU. Pero se llega a una contradiccién cuando a)
implica b) si

—A+J.D(t)dt >0
0

puesto que solo se cumple si las soluciones de (3.119) x(¢) — o exponencialmente conforme
t — oo Las soluciones no convergen. Para el caso donde

A= T D(t)dt
0

La propuesta es como sigue. Si a cada re€[0,) se asocia tD(t), tal que si f:t+>tD(t) es
integrable en [0,o0) entonces la solucién cero es EU pero no EAU. Si por el contrario
f 1t tD(t) no es integrable, la solucién cero es EA pero no EAU. Podemos ahora resumir lo
referente al comportamiento de (3.119):

Teorema 3.2.3.8.

Sea D(t) el kernel en (3.119) una funcién positiva, continua e integrable, esto es,
D(t)e L[0,), entonces si

a) —A+ I D(t)dt <0, cada soluciéon x(r) de (3.119)converge, x(t) -0 como t — o (Burton
0

Teoremas 2.6.1 y 2.6.2.).
b) —A+ID(t)dt >0, cada solucion x(¢) de (3.119) diverge, x(¢) — oo exponencialmente

0
como f —> oo,

¢) A= j D(t)dt , cada solucién x(r) de (3.119):
0

e EsEUsi f:t>tD(t) esintegrable y
e EsEAsi f:t+tD(t) noes integrable.

Corolario 1. La soluciéon x(¢)=0 de (3.119) es EXAE, si se cumple la condicién (necesaria y
suficiente)

]O|D(t)|e7’dt <oo
0
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para alguna constante ¥ > 0. Esta es la condicién de decaimiento exponencial y D(t)e L'[0,)
es exponencialmente integrable si la condicién se cumple®®.

Corolario 2. Si ahora, D(t) > 0 como t— oo tan lentamente que se viola la condicién del
Corolario anterior, esto es, ;Cual es la tasa de convergencia para que x(t) -0 como t — oo

cuando D(¢) ya no es exponencialmente integrable. La tasa de convergencia (Appleby et al
Teoremas 6.2 y 6.3) propuesta es la siguiente

i x(1) _ x(0) lim & _
== D(t) 2 2o x(n)
{A— j D(t)dt}

x(t) no converge a cero mdas rapido que D(¢). El kernel D(¢f) no es exponencialmente
integrable. Este pertenece a la clase de funciones subexponenciables® las cuales satisfacen
entre otras condiciones D(t)e” — oo conforme 7 — oo para cada ¥ > 0. Por lo tanto la condicion

de decaimiento exponencial (Corolario 1) no se sostiene y la solucién cero de (3.119) no es
ExAE.

0

88 Appleby D.A. John y Reynolds W. David, On the non-exponential convergence of asymptotically stable
solutions of linear scalar Volterra integro-differential equations . Journal of integral equations and applications,
volume 14, number 2, summer 2002

8 L1 .
? Ver apéndice para algunos detalles acerca de estas funciones.
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Capitulo 4
Solucion al modelo A p

4.1. Introduccion

Los modelos de crecimiento enddgeno se caracterizan principalmente por observar
rendimientos al menos no decrecientes del capital en el largo plazo. (ver Barro pg 40-41). El
mds elemental de tales modelos es cuando Y = AK donde el producto medio y el producto
marginal por trabajador son igual a la constante A. Este hecho significa que la tasa de
crecimiento para cualquier nivel de k, es ¥, =sA—[n+9]. Es el caso de la ecuacién (1.10),

en el largo plazo el producto per cdpita puede crecer a pesar de que no exista (cualquiera que
sea la razén) progreso técnico exogeno: ¥, =0. La ausencia de retornos decrecientes del

capital es la propiedad fundamental de los modelos de crecimiento enddgeno. Para algunos
economistas se explica si se amplia el concepto de capital para incluir el capital humano®. La
distancia entre las paralelas sA y [n+0]del grafico 4.1 representa la tasa de crecimiento del

capital, 7, .

Gréafico 4.1
A
SA
7, >0
: n+y,+J

Si consideramos el caso sA >[n+ J] la tasa de crecimiento del capital es positiva y constante a
cualquier nivel de k. De acuerdo a esto, la tasa de crecimiento de equilibrio 7, es igual a ¥,
para cualquier nivel de k, ¥, =%, . Si definimos el consumo percdpita como c=(1-s)y,
encontramos que ¥. = ¥, . De igual manera Y, =¥ paratodo 7€ [0,e0)debido a que el producto

per cdpita es y = Ak . De esta forma el producto, el capital y el consumo percépita crecen a la

% Erank Knight (1944)
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misma tasa y=7% =sA—[n+dJ]. La tasa de crecimiento de la economia depende de las
variables exdgenas. Por ejemplo, al elevar la tasa de ahorro o el nivel de tecnologia A,
aumenta ¥ permanentemente. El incremento poblacional no subir la tasa de depreciacién &

llevan a un efecto contrario y permanente en ¥ . Contrario al modelo de Solow, el modelo AK
no exhibe la propiedad de convergencia absoluta ni condicional, lo que se traduce en
97, /ay:O para todo 7€ [0,). Este resultado es la principal critica al modelo pues la

evidencia empirica a favor de la convergencia condicional es importante (tabla 1.2.). Nuestro
andlisis final se refiere al estudio de la convergencia cuando la tecnologia (nimero de patentes)
es modelada por la ecuacién (2.2).

Antes de pasar a lo referente a la convergencia consideremos nuevamente las funciones de
C . . . . 91
produccion de bienes y conocimiento consideradas en el capitulo 2

Y(6) =[p(")K (O] [AL]™

A=B[p(t)K,,()]’, B>0
La funcién de produccién toma la forma
Y(1)= AL (pK)*(pK )" 4.1

y A=B". Al reescribir la funcién en términos per capita por dividir entre L

o(-a)

. K
y(1) = Ak“p**® - (4.2)

Ahora si K, =K como en el caso de Romer (1986)
(D)= A(ph)™ (4.3)
Si la acumulacién de capital es de acuerdo a’>
K=sY(®)-0K({) s>0, >0 (4.4)

Podemos considerar la fundamental de Solow (4.4) en términos per cdpita con crecimiento
poblacional y depreciacion (ecuacién (1.10) )

k = sf (k) —[n+0lk (4.5)

! B es una constante positiva, que representa desplazamiento en la funcién de conocimiento

92 Es el mismo caso que en el modelo de Solow de un solo sector de la economia el producto producido se puede
usar ya sea para consumo o inversién. Si K=Y-C y definimos el consumo total de la economia como
C=(0-5)Y+0K . Ver Rogers, Mark, Knowledge, technological catch-up and economic growth, Harris
Manchester College, University of Oxford, Edward Elgar, 2003.
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Al sustituir la ecuacion (4.3) y dividir por k

V. =S %k) —[n+9]
(4.6)
¥, = % — gAflH(erot-a PO [y 4 8]
Por otro lado  f7(k) es
f,(k) — [a’+ ¢(1_ a,)]Ak*Il*(a+¢(1*a))1pll+¢(1*0!)) (47)

Asi f(k)/ k= f"(k)/[a+¢(1—«)]. Hablaremos de crecimiento estable si la tasa de
crecimiento asociada J, es constante. Si esta tasa es positiva hablamos que el capital por

trabajador no esta acotado’®. Sencillamente para que ¥, sea positiva cuando k — o

f(k) / k = Ak l-(arot-al peH S+ 6] l/ s 4.7)
La ecuacién del lado izquierdo es el producto medio, si el limite existe, entonces

A CORR T O N T 4.8)
koo ko ke [a+o(l-a)] s

Podemos decir que la desigualdad anterior es condicion necesaria y suficiente para que el
modelo muestre crecimiento endégeno de estado estable. Existen dos variables a considerar en
este andlisis de estabilidad. La primera es el valor de ¢. Asumimos que es mayor a cero. La

otra variable es p(f). Recordemos que estd definida mediante la ecuacion integro-diferencial
t
p(O)==ap()+ [ H(t=7) p(v)dt a>0 (2.2)
0

Que refleja la influencia del conocimiento pasado en la creaciéon de nuevo conocimiento
(patentes). El kernel H (¢ —7) puede ser el capital K(¢), una constante o simplemente la tasa de

descuento a valor presente de la trayectoria en el tiempo de las patentes, e ™. Comencemos
con el estudio de la convergencia.

4.2. Transicion hacia la convergencia cuando p(t)=C

Empecemos por considerar que ¢ <1 y p es constante. Dado que

fky_— f)  _ Al t-G@rot-an arodi-a
k [a+9(1-a)]

%3 , RJ.y Sala-i-Martin, X., Economic Growth , Boston: MIT Press, 1999. pp 41
93



entonces

TG RSP (O N
o=k oela+e(l-a)]
limd® gy SO _
k=0 [k kﬁo[a+¢(1_a)]

7. :s%k)—[n+5]

(4.9)

Este primer resultado es el del modelo de Solow . Por supuesto no se violan las condiciones de
Inada’. Existe convergencia absoluta o relativa, puesto que se cumple la ecuacién (1.15),

9y, /0k <0. Valores pequefios de k , corresponden con mayores valores de 7, . Como

v, =7.=la+o(-a)ly, el andlisis de y, y 7, es idéntico. El siguiente caso es cuando ¢=1y
p €s constante.

Como %k)= fk)= Ap, entonces
. fky oA
im £ =i (6) = dp >0
. fk) A
;{lil(}—k —;gréf (k)y=Ap>0 (4.10)

7. :s;lp—[n+5]

Como en el modelo AK se violan las condiciones de Inada. Existe crecimiento endégeno de
3 . . . . ..

estado estable” , sin embargo no se observa convergencia ni absoluta ni condicional como en el

modelo neocldsico. La propiedad de convergencia se deriva de que se mantenga la relacion

inversa entre f(k)/k y k lo cual no sucede aqui. Si Ap >[n+d] (la tasa de crecimiento para
k es positiva para toda k) entonces k crece a una tasa de estado estable dada por
sflp —[n+0]. Por dltimo el caso cuando ¢ >1 y p es constante.

fR) __ fK) 4 i@seia peroi-a
k  [a+¢(l-a)]

Como , entonces

#Si ¢ <1 entonces 1— (@ +¢(1—a)) >0

95 - . . )
Se cumple la condicién necesaria y suficiente lim f ;{ k) o1 [[n PR J
k= = K
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imd ) g SR
koo ko ke [+ @(1-o)]

im L% i SR
k=0 [k k—0 [a+ ¢(1 — a)]

/2 =s%—[n+§]

(4.11)

Este resultado también viola las condiciones de Inada. No hay convergencia. El crecimiento es
explosivo. La tasa de crecimiento del capital guarda una relacion positiva con el capital de
manera que 97, /ok >0. Un caso particular merece nuestra atenccion. Bajo el supuesto inicial

de que p es constante, retomamos la ecuacion(2.2) suponiendo que el kernel es el capital
K (1) . Por la propiedad conmutativa de la convolucién, tenemos que

p()==ap())+ [ pt—DK (2)dz
0
0=—dap+ j pK(T)dT (4.12)

a :j.K(z')dz'

Al aplicar la transformada de Laplace y resolver para el capital (K(s)es la transformada de
Laplace de K(7))

a=K(s) (4.13)
la correspondiente inversa de la transformada de Laplace es

L'[K(s)]=aL'[1]

K@ _ 5(0) (4.14)

a

La transformada inversa de (4.13) es la delta de Dirac definida como

{50):0, t#0 .15)

O(t)=o0, t=0

La delta de Dirac® no es una funcién en el sentido en que se define en los libros de calculo.
Esta pertenece a una clase conocida como funciones generalizadasg7.

% En Principios de Mecdnica Cudntica publicado en 1930 el premio Nobel de fisica Paul Adrien Maurice Dirac
introdujo la delta de Dirac.

Dadas las caracteristicas especiales de la delta de Dirac y que es importante para los resultados de esta
investigacion creemos conveniente para quien no conozca algunas de sus propiedades consultar la obra citada en

la nota anterior capitulo III, seccién 15. En el apéndice C hacemos una revisién elemental de sus propiedades.
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Asumir que no hay cambio tecnoldgico en nuestro caso significa que el nimero de patentes es
constante para un periodo de tiempo en la economia. Este supuesto neocldsico tiene un
resultado diferente en nuestro modelo. Vemos que ante una trayectoria de patentes constante,
esto es, la simple reproducciéon de conocimiento, el capital involucrado en la produccién de
conocimiento es un enorme impulso en el periodo inicial =0 y nulo en el resto del periodo.
Este resultado revela la relacion entre la tecnologia (niimero de patentes) y el capital cuando la
primera es modelada como (2.2). Esta es la gran falla en el modelo neocldsico de competencia

perfecta: el capital es cualitativamente heterogéneo y no existe relaciéon con el nivel de
tecnologiapues esta se supone fija y exdgena. Volviendo a (4.14) y de acuerdo a la definicion

en (4.15), la delta de Dirac se define

0, t#0
o) = . K(0)

oo, lim
a—0 a

,t=0

El caso particular donde el cambio tecnoldgico consiste en reproducir lo alcanzado en el
periodo anterior obliga a invertir una gran cantidad de capital si se busca incrementar el
producto percépita. De acuerdo a otra de las propiedades de la Delta de Dirac

p)o(t—t,) = p(t))(t —1,)
Debemos considerar el mismo andlisis para el caso donde pno es constante. Nuevamente

consideraremos las ecuaciones (4.1) a (4.8) y (2.2) para estudiar la dindmica de transicion.

4.3. Transicion hacia la convergencia cuando p=p(t)

Empecemos por considerar que ¢ <1.

4.4. El analisis optimo neoclasico: el hamiltoniano

El problema del planeador social para obtener la tasa a la que crece la economia es el siguiente.

o R
max | u(c)e ' dt; u(c) =
! (c)e ©=1"% (4.13)

sa.  k=fk)—-(n+dk—-c, 0<O<1
Escribimos el hamiltoniano®® (ecuacion [23] de seccidn 2.2.1) de la siguiente manera

H=u(c)e” + AL f(k)—[n+ )k —c] (4.14)

%8 En el modelo de Ramsey el presupuesto restringido para los hogares es & =w+ra—c—na, donde w+ra es el
ingreso, C es el consumo y nala expansién poblacional. Lo anterior significa que la variacién en las dotaciones
iniciales aes igual al ingreso laboral mds el ingreso financiero menos el consumo y menos la demanda
poblacional. Barro, RJ. y Sala-i-Martin, X., Economic Growth , Boston: MIT Press, 1999. pp. 62.
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Las condiciones de primer orden arrojan

_c

7. —;=0*[f’[k]—(n+5)—p] (4.15)

Si r= f"(k), entonces [15] es ahora

7c=£=6"‘[r—(n+5)—p] (4.16)
C
Para (k)= A(pl)® 91~
f) _ [k
k a+o(l-a)
f) _ r
k a+o(l-a)

De acuerdo a lo anterior reescribimos las tasas de crecimiento

c

7, =—=0"[r—(n+5)-p]
¢ (4.17)
k r c

I —;—[m—(ﬂ+5)—;]

De (4.17) nuevamente observamos que ¢ =1 es congruente con nuestra propuesta. Siendo
asi

c

7, =—=0"[r—(n+05)-p]
¢ (4.18)
=E=[r—(n+5)—£]
Ve X X
Y las condiciones de transversalidad
liml:k(t)Exp(— j [r—(n+5)]dvﬂ =0 (4.19)
0

Ahora para observar si existe transicion dindmica buscamos la tasa de crecimiento de estado
estable, para el caso con rendimientos a escala constantes (@ =1). Se trata ahora de observar el

comportamiento de p(z) la segunda variable del anélisis de estabilidad de nuestro modelo.
Donde p(t)es la solucién de una ecuacion integro-diferencial. Dicha solucién si tiende a cero
violaria las condiciones de Inada en los 3 casos anteriormente vistos. Lo mismo si tiende a
infinito. El caso de un valor constante como lo hemos supuesto no observa convergencia ni
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absoluta ni condicional para rendimientos constantes. A continuacién veremos los dos casos
posibles: cuando p = constante y cuando p es funcion del tiempo.

Para p=constante, f (k):fllq_) es el modelo AK y f ’(k):flﬁ, las condiciones de
transversalidad

lim[k(t)Exp [—(Aﬁ— (n+ 5))H —0 (4.20)
Y de la ecuacién [18] resolvemos para ¢
¢ =c(0)ExpL[Ap—(n+ 8) - p)t (4.21)

Al sustituir (4.21)en k%
k=f(k)—(n+8)k—c(O)ExpL[Ap—(n+8)—pl  (4.22)

Cuando resolvemos para k
c(0)

(1—;)[&7—(“5)}5

Al sustituir ahora en las condiciones de transversalidad (ecuacion (4.20))

k = Exp3[Ap—(n+8)— plt+ CExpL[Ap—(n+ Ot

1im[c(0)e-*”’ + c] =0 (4.23)

1—oo

donde v = (1 —%j[ﬁﬁ— (n+ 5)} —g . Las condiciones se cumplen si C =0. Volviendo a k al

sustituir [21] y C=0

k(t)=— (4.24)

De lo anterior es fécil deducir que y, =%, =y, lo que significa que no hay dindmica de
transicion hacia la convergencia. Las variables ingreso, capital per cdpita crecen a la tasa
constante 7/626’_1[;113—(11+§)— p] desde sus valores iniciales y el modelo no exhibe
convergencia. Dicho resultado solo difiere del modelo AK por la constante p .

99 .. ST . . ) . .
Para encontrar la solucién de esta ecuacion diferencial utilizamos el método de variacion de parametros
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CONCLUSIONES
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